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Introduction. 


L'Analyse vectorielle et l'étude des transformations affines ont 
donné naissance à de nombreux travaux où les opérations d’addi- 
tion et de multiplication par un nombre étaient étendues à des élé- 
ments de nature quelconque). Je me propose, dans ce mémoire, 
de définir les espaces abstraits affines par des considéra- 
tions semblables, puis d'en étudier quelques propriétés géométriques 


1) Voir par exemple „Le operazione distributive e le loro applicazione all’ 
Analisi“ par B. Pinoherle et U. Amaldi, Bologne 1921. 
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et enfin d'utiliser ces propriétés pour en déduire une définition 
des espaces abstraits affines sous une forme géométrique. 

Dans un mémoire qui paraîtra ailleurs !), j'étudierais les pro- 
priétés infinitésimales des espaces affines. 


PREMIER CHAPITRE. 
I. Définition analytique des espaces abstraits aflines. 


Dans un certain nombre de travaux sur les espaces affines, on 
définit ceux-ci comme certains ensembles sur lesquels certaines opé- 
rations peuvent être effectuées. Il est important d'observer que cette 
definition a l'inconvénient d'admettre par implication que Pon ne 
peut définir de telles opérations que sur des ensembles particuliers, 
ce qui n'est pas (voir page 33). 

Si l’on veut que la notion d’espace affine soit distincte de la 
notion d'espace tout court ou d'ensemble, il est nécessaire de con- 
sidérer, comme nous le ferons plus loin, un espace affine, non comme 
un ensemble particulier de points ou éléments, mais comme un sys- 
tème composé 1° d'un ensemble de „points* de cet espace et 2° de 
certaines opérations applicables aux points de cet ensemble. 

Ajoutons que le système de postulats ou mieux de conditions 
que nous avons adopté pour l’espace affine ne diffère de celui au- 
quel nous avons assujetti les „espaces abstraits vectoriels“ 2) que 
par la suppression d'une condition d’inegalit& qui paraît une carac- 
téristique plus importante de la notion de distance que de la no- 
tion de longueur. 

Définition du champ de vecteurs. Un champ o de vecteurs est 
le système constitué par: un ensemble d'éléments de nature quel- 
conque appelés vecteurs abstraits ou simplement vecteurs et trois 
opérations sur ces vecteurs, représentées par les symboles +, ., 
lasa || , ces opérations étant liées entre elles et avec l’ensemble de vec- 
teurs par les conditions suivantes: 

Quels que soient les vecteurs abstraits &, 7, @ et les nombres 
réels a, b: 


1) Les espaces abstraits topologiquement affines, Acta Mathematica, 1925. 

:) Les espaces vectoriels abstraits, Bull. Calcutta Mathematical Soc. 
1925. Nous avons essayé duns ce mémoire de combiner les avantages respectifs 
de deux présentations (indépendantes) de la notion d'espace vectoriel dues a M. M. 
S, Banach et N. Wiener. 


1° 5-L7 est un élément du champ o de vecteurs. 

» $+n=n+$ 

3 E+ (n + 9) = (6 + 1) + 9. 

40 E+ n= E+ o entraine 4 = Q. 

50 Il existe un vecteur du champ o, qu’on représentera par 
la notation O et qui est tel que £ +0 = £. 

6° a. Ẹ est un vecteur abstrait appartenant au champ o. 

10 aO et asg =a 7 entfäinent E= n. 

8° E+0 et a.$=b.$ entraînent a = b. 

99 a. (E+ n) =a. 5 +a. n. 

10° (a + b). E =a. E4 b.E. 
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120, a b) -Ë = a. (b. 5). 

13° || £ || est un nombre réel >>0, que nous appellerons lo n- 
gueur du vecteur $. 

1.° || || — 0 est équivalent à Ë = 0. 


15° lja. Ell = lai llEll. 


Définition de l’espace affine abstrait. Un espace affine ab- 
strait est le système constitué par un ensemble d'éléments de na- 
ture quelconque, que nous appellerons „points“ de cet espace; et 
par un champ o de vecturs défini comme ci-dessus, les points de 
l'espace considéré et les vecteurs du champ ø qui lui est associé 
étant liés entre eux de façon à satisfaire aux conditions suivantes: 


I. Deux points de l’espace considéré, pris dans un certain or- 


dre À, B, déterminent un vecteur $ du champ o et on représente 
cette association par la notation 


II. Etant donnés un vecteur du champ o et un point A de 
l’espace considéré, il existe un point B de cet espace et un seul 
tel que AB=$, 

II. 44 = 0 quel que soit le point A de l’espace considéré. 


IV. Quels que soient les points A, B,C de l'espace considéré, 
on a 


AB + BC == AC. 
Remarque. 1° D'après 14° et 15°, l'égalité a. £ — 0 est équi- 
valente a l’alternative a = 0 ou Ę=0 


1* 


20 D'après III et IV, AB+BA=0; d'après 11% 10° et 
ce qui précède AB + (— 1).AB=(1+(—1)).4B=0.AB= 0. 
Il en résulte d’après 40 que BA = (— 1). AB. Cela montre aussi 
que lon peut écrire: 


(1) BC = AC + (— 1). AB 


II. Propriétés géométriques d'un espace affine abstrait. 


Nous allons montrer qu'on peut traduire les conditions I—IV, 
1°—15°, dans un langage géométrique qui mettra en évidence les 
analogies d’un espace affine avec l'espace considéré en géometrie 
élémentaire et que pour simplifier nous appellerons espace euclidien. 

Tout d’abord, comme les conditions indiquées plus haut se- 
raient formellement satisfaites par un espace réduit à un seul élé- 
ment ou point et un seul vecteur 0, nous excluerons ce cas sans 
intérêt. 

Définition de la droite abstraite joignant deux points. Con- 
sidérons maintenant deux „points“ distincts A, B, pris arbitrairement 
dans l’espace affine. Quel que soit le nombre réel og, il existe un 
„point“ M, de l’espace affine tel que 


(10) AM, = 0. AB 


Lorsque g varie, le point M, décrit un certain ensemble de points 
de l’espace affine. En songeant a ce que serait cet ensemble si l'on 
opérait avec les vecteurs géométriques usuels, il est naturel d'ap- 
peler cet ensemble une „droite“ de l’espace affine, ou si l'on veut, 
ane droite abstraite pour rappeler que ses points sont des élé- 
ments de nature quelconque. En outre, comme M, et M, coïncident 
nécessairement avec À et B respectivement, on voit que cet ensem- 
ble de points contient les points À et B, en d’autres termes que 
cette droite abstraile „passe“ par les points A et B; nous l’appel- 
lerons la droite AB. 

Pour montrer que les droites BA et AB ne sont pas distinc- 
tes, nous allons donner à l'égalité (10) une forme où A et B jouent 
le même rôle. Soit W un point quelconque de l'espace affine, di- 
stinct ou non de A ou de B. On a, en rapportant les vecteurs 
de l'égalité (10) à l'origine W, en vertu de la généralisation (1) 
de la formule de Chasles : 


(11) W M, = (1 — og) WA++ę WB 

En sorte que, si Fon prend dans l’espace affine un point arbitraire 
W. la droite abstraite AB joignant les deux points distincts A et 
B est le lieu des points N de l’espace affine tels qu’il existe deux 
nombres x, y vérifiant à la fois les deux relations 


| WN=2.W4-y.WB 

| Dr Fy 

Sous cette forme, qui nous sera utile. la définition de la droite 4B 
est bien indépendante de l’ordre des points A et B. 

Points alignés. Considérons trois points A, B,C de l’espace 
affines. Nous dirons qu'ils sout alignés s'il existe au moins une 
droite sur lesquels ils sont tous trois situés. S'il en est ainsi, il exis- 
te une droite DE passant par A, B,C et par suite trois nombres 


0, ©, 0” tels que 
DA=6.DE, DB=g.DE: DC=e".DE 


(12) 


d’où > A As | 

AB=(0— 0"). DE; AC = (¢"— 0). DE 
Alors, si A, B sont distincts, AB Æ 0 et en vertu de 15°, g'— p + 0. 
Donc: 


Par suite si A, B,C sont alignés, ou bien A et B sont confoudus. 
ou bien il existe un nombre A, tel que 

(13) AC=2. 4AB ' 

Cette alternative est non seulement nécessaire, mais suffisante. Car si 
A et B étant distincts, on à la relation (13), À, B et C sont sur la 
droite AB. Et si 4 et B cointident, A, B, C sont sur la droite AC 
(ou, si C coïncide avec A et B, sur la droite AP, P étant un point 
quelconque distinct de 4, B,C. 

En même temps, nous sommes mis en mesure de prouver 
que si deux droites ont en commun deux points dis- 
tincts, elles coineident. En effet, si deux droites DE, FG 
ont en commun deux points distincts A,B, tout point C de la 
première étant aligné avec 4, B est situé sur la droite AB d’après 
ce qui précède. Reciproquement, tout point ©’ de la droite AB étant 
aligné avec les points distincts D et Æ (puisqu'on vient de démon- 
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trer que les positions particulières D et E de C sont comme C’ 
sur AB), © sera sur la droite DŁ. Autrement dit les droites AB 
et DE sont les mêmes ensembles de points: elles coincident. De 
même pour AB et FG et par suite pour DŁ et FG. 

Prenons enfin quatre points alignés 4 BC D. Si A et B 
sont distincts, il y a deux nombres 4, 4’, tels que 


AC=2.AB; AD=4'.AB, d'où 
CD = (1 — 4). AB. 


Jl existe donc un nombre m tel que CD =m. AB. Réciproque- 
ment. si A, B, sont distincts, si A, B,C sont alignés et s'il existe 
un nombre m tel que 

CD = un. AB, 


les points 4, B,C, D seront alignés Car il y aura un nombre m” 
tel que 
AC = n . AB, d'où 


AD =(m-+- u). AB 


c’est à dire que D comme C sont sur la droite AB. 
Ainsi lorsque 4 points A BCD sont alignés, si deux d’entre 


eux A et B sont distincts, il existe un nombre m tel que CD = m. AB. 
Il ne peut exister qu'un tel nombre, car s'il en existait un autre, 


u, on aurait m.AB=mn.AB avec AB-EO et en vertu de la 
condition 8°, m == u. 

Application d'une droite abstraite sur une droite euclidienne. 
Nous avons appelé droite AB le lieu des points M, de l’espace con- 


sidéré tels que AM, = o.AB, o désignant un nombre réel quel- 
conque. C'est évidemment aussi le lieu des points N, de l’espace 


considéré tel que 
x 

3, SE — 
(14) AN, [AB | AB 
x désignant un nombre réel variable. Considérons x comme l'abscisse 
d'un point », d'une droite de la géométrie élémentaire, d'une droite 
euclidienne. A deux positions w,, n, de ce point correspondront 
deux points N,, N, de l’espace affine avec 


(17) NN: Bert. 
142 || | AB 


d'où 
(15) IPODA = CLA ; 


Ainsi nous avons „appliqué“ la droite abstraite AB sur une droite 
euclidienne, c’est à dire établi entre les „points* de ces 
deux droites une correspondance où les ,longueurs“ 
des vecteurs sont conservées. Cette correspondance sera 
d'ailleurs biunivoque. Car si.n, et m, n'étaient pas distincts 


x, n,| serait nul. done aussi || N, N,|| et en vertu de 14°, III et 
II, X, N, ne seraient pas distincts. Et inversement si N, et N, ne 


sont pas distincts, | n,n, | serait nul et n, coïnciderait avec n, 
Orientation d’une droite abstraite. D'après cela, on pourra 
définir sur une droite abstraite deux sens de parcours, deux orien- 
tations en sens contraires, Celles qui correspondent aux deux orien- 
tations sur une droite euclidienne. On les obtiendra en faisant par- 
courir la droite abstraite AB par le point N, de sorte que x croisse 
constamment ou décroisse constamment dans la formule (14); au, 
ce qui revient au même, par le point M,. de sorte que ọ varie 


o 
toujours dans le móme sens dans la formule 


(16) AM, =g. AB 
Montrons que ces deux orientations sont indépendantes du 
choix des points 4, B sur la droite. Soient deux vecteurs MN, 


P Q sur la droite abstraite. Quand on applique celui-ci sur la droite 


euclidienne, ils viennent en mn, pq et on a d'après (17): 
ne m | a A 
MN= 7° .PQ 
gq 
Or sur la droite euclidienne, mn et py sont orientés ou non de la 
même façon suivant que mn et pq sont ou non de même signe. 


Nous avons déjà remarqué que si M, N, F, Q sont alignés et si P Q 
sont distincts, il existe un nombre # bien déterminé te: que 


MN<=u.POQ 


Nous voyons maintenant que MN et P Q seront orientés ou non 

de la même façon suivant que ce nombre u est > 0 ou < 0. 
Nous pourrons alors dire qu'une orientation déterminée d’une 

droite abstraite consiste dans l’arrangement de ces points en un 


ordre tel que, si M est placé avant N, et P avant ©, les vecteurs 


MN et PQ sont orientés de la même façon. D'une part, un tel ar- 
rangement est possible; car si g, 6’, 0”, 0°” correspondent à M, N,P, Q, 
et si M est avant N,et P avant © dans l’ordre qui correspond à un 
des sens de parcours de la droite euclidienne, cela signifie que 
0— ọ et e'"’— 0” sont de même signe. Or on a évidemment 


UN = << PO 
€ TUE 
Done MN et PQ sont orientés de la même façon. D'autre part cette 
seconde façon de définir l'orientation est indépendante des points A 
et B et de l'application considérée plus haut. 
En particulier, nous dirons que si trois points A BC sont ali- 
gnés, C est entre À et B ou en dehors de À et de B suivant que 


les vecteurs A( et CB sont de mème sens ou de sens contruire; 
cela équivaut à dire suivant que c est entre a et b ou en dehors 
de a et de b quand on applique la droite A BC de sorte que a, b, c 
soient les points de la droite euclidienne qui correspondent à 4, B, C. 

On appellera segment AB l’ensemble des points © de la 
droite AB qui sont situés entre À et B; ou ce qui revient au même 
qui sont tels que 


Définition du plan abstrait. Nous avons vu qu'un espace af- 
fine non réduit à un point comprend au moins une droite abstraite. 
Mais un espace peut être affine el se réduire aux seuls points d'une 
droite abstraite de cet ensemble. Tel est par exemple l’espace li- 
néaire habituel. 

Nous allons maintenant envisager le cas où l’espace affine 
considéré contient au moins trois points non alignés. C’est dans ce 
cas seulement que la définition du plan abstrait que nous allons 
introduire peut avoir un sens. 

Nous allons employer la définition ordinaire du plan telle qu’on 
la donne dans les ouvrages de géométrie élémentaire: c'est une sur- 
face telle que toute droite qui joint deux points distincts de cette sur- 
face y est située tout entiere. Seulement. il nous faut interpréter ici le 
sens du mot surface. On entend évidemment ainsi un ensemble de 
points. Et parmi les propriétés sous entendues de la notion de sur- 
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face, on suppose au moins que la surface n’est réduite ni à un point, ni 
à une droite et d'autre part qu'elle n'occupe pas l’espace (euclidien) tout 
entier. Ces conditions suffisaient pour définir le plan dans l’espace euc- 
lidien. Si on les appliquait à un espace à 4 dimensions où la droite au- 
rait été définie comme d'habitude, on obtiendrait deux sortes de 
plans: à 2 et à 3 dimensions. Pour étre sûr de n'obtenir dans ce 
cas que le plan à 2 dimensions, nous interprèterons la dernière con- 
dition sous la forme suivante: le plan non seulement devra satis- 
faire aux conditions ci-dessus, mais il ne pourra être remplacé par 
un ensemble plus petit satisfaisant aux mêmes conditions. 

Ainsi un plan abstrait de l’espace affine est un en- 
semble de points de cet espace, qui ne se réduit ni 
à un point n1 à une droite de cet espace, tel en outre 
que toute droite joignant deux points (distincts) de cet 
ensemble lui appartient tout entière et enfin qui est 
irréductible par rapport aux conditions précédentes. 
(Un ensemble est irréductible par rapport à une propriété, s'il 
eoincide avec tout sous-ensemble jouissant de cette propriété). 

Nous avons le droit de donner cette définition du plan abstrait 
pourvu toutefois que nous prouvions l’existence d'un tel ensemble 
de points de l’espace affine abstrait. 

Nous allons même prouver qu'étant donnéstrois points 
non alignés A,B,C, il existe un planet unseul pansa ug 
par ces trois points. 

Pour cela, considérons un ensemble JĮ de points de Re 
affine, non réduit à un point ni à une droite et tel que toute droite 
joignant deux points distincts appartenant à cet ensemble soit con- 
tenue tout entière daus cet ensemble. Il existe au moins un tel en- 
semble, par exemple l’espace affine tout entier. 

Prenons alors dans l’ensemble TĪ, trois points non alignés 
M, N, P, ce qui est possible par hypothèse. Alors l’ensemble // con- 
tiendra tout point / de la droite N P par exemple et par suite con- 
tiendra tout point Q de la droite M R. Exprimons analytiquement 
cette propriété. Il existe deux nombres x, x’, tels que 


WR=x.WN+(l—x).WP, WQ=zr.WM+(1-x).WR 
d'où 


WQ=r.WM+(1—r)x'. WN+-(1—x)(1—x'). WP 
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Il existe donc trois nombres x, y, z, tels que 


W Q=r. WM+y. WN+-2. WP avec 
BE wiać =: 1 


Reciproquement. considérons l’ensemble w des points Q obtenus 
quand x,y,z satisfont de toutes les façons possibles à ces deux 
relations. 

L'un des nombres 1--y, y+-2, 2+2, (dont la somme est égale 
à 2) est +0, par exemple a + y #0. Alors 


(18) | 


c 


Y r Z r 
-W M4- — .WN| 2. WP 
2 + y ZT + y | 


Donc le point Q est situé sur la droite joignant le point P 
au point © nécessairement distinct de P situé sur MN et tel que 


WO—=(xz + ý). 


Ge e 7 U ; 
ee GR ay? 
P et S étant situés dans /7, il en est de meme de Q. 

Ainsi l’ensemble JI contient l’ensemble w des points () donnés 
par les relations (18). 

Or cet ensemble w satisfait aux mêmes conditions que JZ. En 
effet, cet ensemble contient les trois points non alignés M,N,P. Il 
n’est donc réduit, ni à un point, ui à une droite. De plus, la droite 
qui joint deux points Q, Q' (distincts) de w, appartient à w. On a 
en effet. pour tout point U de Q Q 


WU:=2. W0 (1—4. WQ 
WY =x. WM Hy. WNE. WP, 
tty +z =l 

D'où: 

WU=x'.WM-y'.WN+2'. WP 
avec :"/ sg” + vr er) LE DATE 

+ +71 
Si JJ est un plan, l'ensemble w devra done coïncider avec 71. 
Ainsi sil existe un plan 77 et si M, N, P sont trois points non 


alignés appartenant à JI, IT doit coincider avec l’ensemble des points 
Q déterminés par les relations (13). 
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En particulier s'il existe un plan passant par trois points non 
alignés. il n'en existe qu'un seul; ou, si l’on prefere, s'il existe deux 
plans passant par trois points non alignés, ces deux plans coïncident. 
c’est à dire sont formés des mêmes points. 

Il reste maintenant à montrer qu'il existe un plan et même 
qu'étant donnés trois points non alignés quelconques A, B, C, il exis- 
te un plan passant par À, B, C. 

Nous savons que s’il existe, ce plan doit coincider avec len- 
semble a des points 7 tels que 


A WT=X.WA+LY WB+LZWC 
Só avee ÄA+Y+Z=1., 


On a vu que c'est un ensemble qui n’est réduit ni à un point, 
ni à une droite et qui contient toute droite joignaut deux de ses 
points. Si done ce n'était pas un plan, cet ensemble a contiendrait 
un sous-ensemble 6. distinct de a et possédant les propriétés pré- 
cédentes. À son tour, en appelant M, N, P trois points non alignés 
de 8, l'ensemble 8 contiendrait l’ensemble y des points Q vérifiant 
les relations (18) et cet ensemble y serait un sous ensemble de l'en- 
semble a, non identique à a. 

Or M, N, P appartenant a a, on a: 


WM=X,.WAŁY,.WB<-Z,.WC avec A,+YVY,4-Z,=1 


WN=A WA Y,. WB+Z.WC EDA =] 
WN=X,. WAY. WB Z, WC DOS p= | 


Si le déterminant des coefficients était nul, on pourrait établir une 
relation linéaire et homogène entre ses colonnes, et, par suite, il exis- 
terait trois nombres non tous nuls a’, b’, c’ tels que 

a’. W M + b'. W N + C NW S.: 


avec 
a X, HL X, c Xma Y,+-6' Y, +! Y =a'/,+-6/ 4,0 /4==0. 
Or en ajoutant ces deruicres relations, on voit qu'on a 
a +b+ce—=0. 
Si done a, par exemple. est + 0, on aurait 


d 


WM= | Rz )- W N + (= | WP 
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a 
ones. Ainsi le déterminant en question n’est pas nul. Par suite 
on peut trouver des nombres a,b,c tels que 


avec Z) —- [= : | = |, c'est-à-dire que M, N, P seraient ali- 


a [4 


WT=a.WM+t. WN+-c. WP 


et on voit comme plus haut que a + b c= 1. Donc non seule- 
ment y fait partie de a, mais tout point 7 de a appartient A y; 
de sorte que, contrairement à l'hypothèse, y serait identique à a. 

Ainsi l’ensemble a est un plan. Done, il existe un plan pas- 
sant par A BC, et nous avons précédemment montré qu'il n'en existe 
qu'un seul. 

En résumé: étant donnés trois poiuts non alignés 
arbitraires A, B, C, 1° il existe un plan passant par 4, B, C, 
20%, il nen existe qu'un seul, 3° ce plan est l’ensemble 
des points T donnés par les relations (19). 

Ces relations sont écrites sous une forme symétrique qui mon- 
tre que l'ordre des points A, B, C est indifférent. En renonçant 
à cette symétrie, on peut simplifier. En retranchant vectoriellement 


WC de la première relation (19), il reste en effet 
CT—X.CA.+Y.CB 

où X, Y sont des nombres indépendants. Et réciproquement cette 

relation est équivalente à l’ensemble des relations (19). 

Observons aussi que d’après ce qui précède: si deux plans 
ont en commun trois pointsnonalignés, ils coïncident. 

Régions. Par analogie avec ce qui se passe pour le plan eu- 
clidien, nous pouvons penser qu’un plan de l’espace affine con- 
sidéré est peut-être divisé en deux régions par chaque droite de 
ce plan. 

Pour le prouver, cherchons à exprimer unalytiquement la con- 
dition pour que la droite qui joint deux points M, M’ d'un plan 
coupe une droite donnée AB de ce plan entre M et M’. Pour 
déterminer le plan, donnons-nous en un point C, non sur AB. Alors 


AM=y.AB+z2.4C; AM=y.AB+z.AcC. 
Si M M’ coupe AB en un point P, on a à la fois 


MP=x.MM' et AP—x.AB 
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d’où en ramenant à l’origine 4 


AP—4AM=r.AM' —x'.AM 
ou 
2.AB=xy .ABLeozr.AC+( — x')y. AB+(1 —x')z.AC 
ou 


[r — ry +(x' —1)y].AB—{x 2 + (1 — zr')z]. AC 


Comme 4B et AC ne sont ni nuls, ni situés sur la même droite, 
les deux coefficients numériques doivent être nuls, ce qui fournit 
deux équations pour déterminer x et x’, savoir 


c—ry p(z —l)y=(0); z= r (z= 7z’). 


La seconde fournira x’ sl z — 2 4 0. Pour que le point P soit si- 
tué entre M et A’, il faut de plus que Pon ait O < x’ < 1, d’où 


z 


0 << — <1 
2 


— z 
ce qui donne 22 < 0. Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour 
que la droite M M’ coupe AB entre M et M’ est que z et z’ soient 
de signes contraires. Appelons provisoirement région positive l’en- 
semble des points M du plan tels que 2>0; région négative 
l’ensemble des points M’ du plan tels que 2 < 0. On voit que l’on 
a divisé l'ensemble des points du plan autres que ceux de la droite 
AB en deux régions Et ceci de telle façon que si l’on joint par un 
segment de droite M M’ deux points du plan n'appartenan pas à la 
droite AB, ce segment coupe AB quand M et M’ n'appartiennent 
pas à la même région et seulement dans ce cas. Ainsi on peut dire 
qu'un plan est divisé en deux régions par toute droite 
de ce plan, en dounant à cette assertion le sens précis qui vient 
d'être indiqué. 

Droites parallèles. D'après lu définition d'une , droite“, si deux 
droites sont distinctes, elles ont un ou zéro point commun. Nous 
appellerons droites parallèles, deux droites situées dans un même 
plan et ne se rencontrant pas 

Cherchons sous quelle forme analytique peut se représenter 
la condition pour que deux droites AB, CD soient parallèles. Ces 
deux droites sont dans un même plan contenant A, B,C et D; or 
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A, Bet C ne sont pas alignés, sans quoi CD et AB auraient en 
commun le point C. Donc les deux droites AB et CD sont dans 
le plan bien déterminé A BC et l’on a une relation de la forme 


AD=y.AB-+z.4C(, d'où 
21)  CD=AD+(—1).ACzy.AB+( —4).AC 


Sil y avait un point M commun aux droites AB et CD, on au. 
rait des relations de la forme: 


4M=x.4B CM—=zx.CD d'où AC=x.AB—x.CD 

et en y portant l'expression de CD tirée de (21) 
AC=zxz.AB—xy. AB—z(2—1).A0C 

ou [1 + z’ (z — 1)]. 4C = (z — x y). AB 


Puisque 4, B,C ne sont pas alignés, les deux coefficients doivent être 
nuls. On aura done deux équations 


EE Or E), 


pour déterminer x et x’ et inversement si ces équations determi- 
nent z et x’, il y aura un point M commun à AB et CD. 

Or ces équations ne déterminent z et x’ que si z— 1 #0. 
La condition cherchée est donc que z == 1 et par suite, d'après (21), 
qu'il existe un nombre y tel que 


Ge ARD, 


En se reportant aussi A ce qui a été dit sur quatre points alignés, 
on voit finalement que: la condition nécessaire et suffisante pour 
que les droites AB et C D soient parallèles ou confondues est qu'il 
existe un nombre y tel que 


(22) CD = y.AB. 


En prenant y = 1 on voit que si deux vecteurs CD, AB sont 
égaux et non = Q, les droites C D, A B sont parallèles vu confondues, 

On conclut aussi de (22) que: par un point quelconque 
C non situé sur une droite AB, il passe une parallèle 
a la droite AB. En effet, prenons pour y un nombre quelconque 
=k 0. Il existe en vertu de la condition II, il existe un point /) dis- 
tinct de C et un seul, tel que CD = y. AB. La droite déterminée 
CD passe par C et est parallele à A B. 
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Eu outre, nous rencontrons ici une généralisation du postula- 
tum d’Euclide: étant donnés une droite AB et un point C non si- 
tué sur cette droite, il nexiste qu'une parallèle a 4 B menée par 
C. En effet si CD et CJ” sont deux droites distinctes menées par 
C parallélement à AB, on aura la relation (22) et 


GW =y . AB 


d’où (puisqu'on suppose D et D’ distincts de C, et par suite y’ et 


y= 0) 


donc les droites CJ” et CD sont confondues. 
Observons que si les droites AA’ et BP’ sont parallèles à la 
droite’C C’, on a 


LEE, C CC O T=yvBB' 
donc 
BEI — Dy BB 


Done deux droites parallèles à une troisième sont 
parallèles entre elles ou confondues. 

Parallélogrammes. Un quadrilatère est la figure obtenue en 
considérant quatre points A, B, C, D dans un ordre donné et en cons- 
truisant successivement les segments qui joignent le premier point 
au second, ete., le dernier point au premier. On l’appellera le qua- 
drilatere À BCD. La figure reste la même quand on renverse l'or- 
dre des points ou quand on en fait une permutation circulaire. Les 
points A,B,C,D sont les sommets du quadrilatère. 

On appellera parallélogramme la figure formée par un 
quadrilatère dont les „côtés opposés“ sont paralléles. 

Il faut prouver l'existence d'une telle figure: si on considère 
trois points non alignés À BD, on sait qu’il y a un vecteur 


DC= AB. Alors on aura: 
AD+DC=AC=AB-+BC d'où 
AD= BC 
Done les droites AB et CD sont parallèles de même que les droi- 
tes AD et BC, le quadrilatère 4 BCD est un parallélogramme. 
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Réciproquement, soit A’B’C’D’ un parallélogramme; les points 
A’ B’ D' ne sont pas alignés et on a des relations de la forme 


D'C =x. A'B! A'D' s. y MCH 
D'où 


z. A'B'+(—1).8C'—=D'C' + C'B'= D'B = DA + AB 
=A'B' -(—y).BC' 


(x — 1). A'B' = (1 — y). B'C' 


Comme 4’, B’,C’ ne sont pas alignés, il faut donc que les coeff- 
cients soient nuls, d’où 


DO — A'B'; A'D' Lash B'C' 


Ainsi la condition nócessaire et suffisante pour que deux vec- 
teurs non alignés soient égaux est qu'ils soient côtés opposés d'un 
parallélogramme, entendant par là qu'ils sont parallèles et que les 
droites qui joignent l’une leurs extrémités l’autre leurs origines sont 
parallèles. 

On en conclut en particulier que: les côtés opposés d'un 
parallelogramme ont même longueur 

Remarquons en outre que si 4’ B’ C’ D’ forme un parallélo- 
gramme, le quadrilatère A’ B’ D' C’ n'est pas un parallélogramme. 
En effet on prouverait comme plus haut que "D’=A'B et 
comme on a vu que D'C'=4'B' on aurait D'C'= C'D' sans 
que C’ et D coïncident. On peut appeler les droites 4'C' et B’D' 
les diagonales du parallélogramme 4 BCD. La proposition précé- 
dente peut alors s'exprimer ainsi: 

les diagonales d'un parallélogramme ne sont pas 
parallèles. Tout ce qui prècéde garderait un sens si l’espace con- 
sidéré se réduisait à l’ensemble des points d'un de ses plans abstraits. 

Nous allons indiquer une proposition qui n’a d'application que 
dans le cas contraire. 

Considérons deux parallélogrammes 4 BCD et A'B'C'L" qui 
ont un côté commun et ne sont pas dans un même plan. On aura 


AB = DC = A'B' 
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Or les droites AB et A'B' sont distinctes; les vecteurs AB 
et A’B’ sont égaux, le quadrilatere AB B'A’ est un parallé. 
Jogramme. 

Ainsi: lorsque deux parallélogrammes ABCD, A'B'C'D' 
non situés dans un même plan ont un côté commun, 
les côtés opposés à celui-ci sont côtes opposés d'un 
même parallélogramme 

Dans cet énoncé, on suppose bien entendu qu’on joint les som- 
mets des côtés opposés au côté commun qui correspondent au même 
sommet du côté commun. 

Translations. Par hypothèse, quels que soient les points A, B, A’ 


il existe un point B’ et un seul tel que A’B’—= AB. Quand A 
et B sont donnés, cette relation définit done une trasformation de 
chaque point A’ de l’espace affine en un point B’ de cet espace. 
Cette transformation transforme l'espace en lui-même et elle est 
biunivoque. En effet, non seulement à tout point A’ de l'espace cor- 
respond un seul point B’, mais, réciproquement, si on se donne une 
position quelconque du point B’, il y a un point A’ et un seul 
a qui il correspond. Car on doit avoir aussi B'A'== BA et si B' 
A, B sont donnés, A’ est unique et bien déterminé. 

Nous pourrons par analogie avec ce qui se passe dans l’espace 
euclidien, appeler cette transformation une translation et plus pré- 
cisćment la translation A B. On remarquera que, quels que soient les 
points À et B, il y a une translation qui amène A en B et une 
seule, à savoir la translation AB. Si on remplace À par un autre 
point, la translation ne sera pas altérée si le vecteur A B, en chan- 
geant d'origine, reste égal à lui même. De sorte que quel que soit 
le vecteur é, la translation £ est bien définie. 

On remarquera que, si l’on effectue successivement deux trans- 
lations 5 et 7. la transformation finale sera précisément la transla- 
tion $--4. Ceci montre que les translations forment un groupe 
de transformations des espaces affines. D'autant que, parmi les trans- 
lations, on trouve la transformation identique, A savoir la translation 
0, et qua toute translation € correspond une translation qui réalise 
la transformation inverse, à savoir la translation (-- 1). é. 

Remarquons enfin que si deux points 4, 4’ sont transformés 
par une translation & en deux points B, B’, le quadrilatère A A’ B’B 
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est un parallélogramme si la droite A A’ nest pas parallèle au vec- 
teur $ ou confondue avec lui. Dans ce dernier cas, Bet B’ seraient 
situés sur la droite A À’. 

Dans tous les cas, on aura AA’= BB'; par conséquent en 
particulier || 4 4’ || = || BB’ ||: toute translation conserve les lon- 
gueurs. De plus les droites AA’ et BB’ étant parallèles ou con- 
fondues, on voit que toute translation transforme une droite en une 
autre droite parallèle à la première ou confondue avec elle. Elle 
transforme aussi un plan en un plan. Car le plan donné 4 BC est 
le lieu des points M tels que 


W M=r. WA+ty.WB+z:. WC avec cr++y--2=|. 


Et si M’ est le point transformé de A par la translation Å, on aura 


WM'=WM-E d'où: 
WM' =z.(WA+-5) ++y.(WB +-8)-+-2.(WC+-5) 


C'est-à-dire que le lieu de M’ est le plan A’3’C’ déterminé par 
les points A',B',C' transformés de 4,B,C, puisque 


WM '=a.Wa Ly. WB Hz. WC 


D'une façon générale, on peut dire qu’un espace affine est hom o- 
gène par rapport a ses translations. 

Autres propriétés géométriques. On pourrait démontrer en- 
core analytiquement un grand nombre de propriétés géométriques 
que l’espace affine abstrait a en commun avec l’espace euclidien. 
Nous nous contenterons des précédentes parce qu’elles nous fourni- 
ront un système de propriétés géométriques caractéristique de les- 
pace affine abstrait le plus général. De sorte que les autres pro- 
priétés pourraient aussi être déduites des précédentes par une voie 
purement géométrique et en utilisant sans changement des démons- 
trations classiques de la géométrie élémentaire. Telle est par exem- 
ple l'extension du théorème de Thalès aux espaces affines abstraits, 
extension qui sera réalisée par voie géométrique dans le Second 
Chapitre, page 30. 
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DEUXIEME CHAPITRE. 
Définition géométrique de l’espace affine, 


Nous profiterons maintenant des propriétés établies précédem- 
ment pour définir l’espace affine par une voie plus semblable 
à celle qui a été suivie par Euclide pour décrire l’espace de la géo- 
métrie élémentaire. 

Nous croyons que le langage géométrique employé est plus 
propre à soulager l'intuition que la description analytique des pro- 
priétés vectorielles. Par contre, celles-ci peuvent être plus commo- 
des pour certaines démonstrations. 

Parmi les conditions qui définissent l’espace affine, et parmi 
les propriétés de cet espace que nous venons d'établir, nous allons 
maintenant retenir les suivantes. 

Propriétés géométriques caractéristiques de les- 
pace affine abstrait. Si l’on donne un espace affine abstrait, 
on donne par là-même deux sortes d'éléments appelés points et droi- 
tes de cet espace (ou points abstraits et droites abstraites) qui jouis- 
sent des propriétés suivantes 

a) À tout couple de points abstraits 4,B corres 
pond un nombre réel 0 qu'on peut appeler longueur 
AB ou BA) 

b) La longueur AB est positive si A et B sont di- 
stincts et dans ce cas seulement 

c) Toute droite de l'espace affineest unensemble 
de points de cet espace qui est applicable sur une 
droite euclidienne. C'est a dire qu'on peut établir entre la droite 
abstraite et la droite euclidienne, une correspondance ponctuelle biu- 
nivoque qui conserve les longueurs. 

d) À tout couple de points distincts A,B d'un es- 
pace affine est associée d'une façon déterminée une 
droite de l'espace affine comprenant les points A et B. 

e) Deux droites d'un espace affine qui ont en com- 
muu deux points distincts coincident dans touteleur 
étendue; c’est a dire qu'elles sont formées des mêmes points. 

Les propriétés qui suivent n’ont de sens que pour un espace 


1) On verra plus loin pourquoi nous disons longueur plutôt que distance 
ou écart. 


2% 
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affine non réduit à une droite. Pour aller plus loin, nous allons 
donc maintenant considérer les espaces affines qui comprennent au 
moins trois points non alignés (c'est à dire non situés sur une meme 
droite abstraite), 

Nous donnerons d’abord la définition d’un plan abstrait ou 
plan de l'espace affine considéré. 

Un plan abstrait est un ensemble de points d'un espace 
affine, ensemble non réduit à un point, ni à une droite, tel que 
toute droite joignant deux points de cet ensemble lui appartienne 
tout entiere et enfin ensemble irréductible par rapport aux deux 
propriétés précédentes, c'est à dire qui coïncide avec ceux de ses 
sous-ensembles qui possèderaient ces deux propriétés. 

L'existence d'un tel espace est admise dans la condition sui- 
vante: 

f) Par trois points non alignés A,B,C, d'un espace 
affine passe au moins un plan. 

Nous appellerons segment AB l'ensemble des points C de 
la droite A B tels que l’on ait 


148|=|[4C]-FIZCI 


Cette définition a pour but de faciliter l’explication du sens de la 
condition suivante: 

g) Toute droite d’un plan divise ce plan en deux ré- 
gions. C'est à dire que les points de ce plan autres que ceux de 
la droite sont répartis en deux ensembles, le segment À B qui joint 
deux points A,B du plan ayant avec la droite un point en com- 
mun si À et B n'appartiennent pas au même ensemble et dans ce 
cas seulement. 

Nous dirons que deux droites sont parallèles si elles ap- 
partiennent à un même plan sans se rencontrer. Ceci nous permet- 
tra de formuler la condition qui généralise le postulat d'Euclide: 

h) Etant donnés une droite AB et un point C non 
situé sur cette droite, il y a une droite et une seule 
passant par C et parallele à AB. 

Nous avons maintenant la condition: 

i) Deux droites parallèles rencontrant deux autres droites pa- 
rallèles entre elles interceptent sur celles-ci des segments de lon- 
gueurs égales. 

Condition qu'on peut encore exprimer sous la forme: dans 
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tout parallélogramme, les côtés opposés ont des lon- 
gueurs égales. 

Ajoutons que: 

j) les diagonales d’un parallélogramme ne sont 
pas parallèles. 

Si l’espace considéré se réduit aux points d'un de ses plans 
abstraits, la condition suivante n’aura pas d'objet; on pourra donc 
la laisser de côté dans ce cas particulier. 

C'est la dernière condition que nous retiendrons: 

k) si deux parallélogrammes non situés dans un 
même plan ont un côté commun, lescôtésopposésäce 
côté commun sont côtés opposés d'un même parallélo- 
gramme. 

Nous supposons ici que les sommets se correspondent, de sorte 
que si les deux parallélogrammes sont A BB'A'et A B B” A", c'est 
le quadrilatère A’ B' B” A” qui est un parallélogramme. 

Nous nous proposons maintenant de démontrer que l’ensemble 
des propriétés a)...k) caractérise lespace affine abstrait le plus gé- 
néral, au sens suivant: 

Considérons un systeme d'ćlóments appelés points abstraits et 
droites abstraites vérifiant les conditions a)...k). On peut associer 
au système des points abstraits un champ de vecteurs de façon 
à constituer un espace affine (vérifiant par conséquent les conditions 
1° à 15? et I à IV) et ceci de façon que les droites de cet espace 
définies comme nous lavons fait dans la première partie soient les 
droites abstraites données et que,.quels que soient les points abstraits 
A et B, la longueur du vecteur A B soit la longueur A B donnée. 

Dans le choix des propriétés a)...k) que nous avons établies 
et retenues, nous avons été surtout guidé par le souci d'obtenir, 
non pas le système le plus réduit de propriétés caractéristiques 
mais un système simple rappelant des propriétés fondamentales clas- 
siques de la géométrie élémentaire. Il resterait intéressant d'examiner 
si l’une ou l’autre de ces proprittés n’est pas une conséquence des autres. 

Cas linéaire. Prenons dabord le cas où les points de les- 
pace considéré seraient tous situés sur une même droite AB de 
cet espace. Alors toute droite de l’espace ayant au moins en com- 
mun avec la droite A B les deux points distincts 4, B coïncide avec 
la droite AB: dans le cas actuel, l’espace considéré ne comporte 
donc qu'une seule droite. 
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Il est possible par hypothèse d’appliquer la droite A B, et par 
suite l’espace considéré tout entier, sur une droite euclidienne et 
en particulier de faire correspondre à tout couple de points M,N 
de l'espace un couple de points m,» de la droite euclidienne de 
sorte que 


MN||=|mau| 


Alors a chacun des sens de parcours de la droite euclidienne 
correspond un ordre des points, un sens de. parcours de l’espace 
considéré. 

On pourra appeler vecteur, l'ensemble de tous les couples or- 
donnés de points M,N de l’espace dont la longueur M N est la même 
et tels que Af précéde pour tous (ou M suive pour tous) le point 
N sur la droite. 

Alors on définira £<+7 et a«a. comme les vecteurs qui 
correspondent aux vecteurs euclidiens $ +7 et a.$, Set” 
étant les vecteurs euclidiens qui correspondent à $ et 7. Et on ap- 
pellera longueur, || & ||, du vecteur £, la longueur MN commune aux 
couples ordonnés MN qui représentent Ë. 

Enfin on associera au couple ordonné M, N, le vecteur qui 
est l’ensemble des couples ordonnćs M’, N’ tels que 


[MN = I MN" | . 


et que les sens de M’ vers N’ soit celui de M vers N. 

Ceci étant, on verra immćdiatement que les conditions I a IV 
et 10 à 15° sont vérifiées. 

Donc, on peut envisager l'espace considéré comme un espace 
affine dont les points et les droites sont précisément les points et 


les droites donnés, et où || M N || = Jongueur MN. 

Cas général. Prenons maintenant le cas general où l'espace 
considéré ne se réduit pas à une de ses droites. 

Nous ferons quelques remarques préalables. Tout d'ubord, mon- 
trons que par trois points non alignés A, B,C, il ne passe 
qu'un seul plan. En effet, s'il en existait deux: //’ et IT", Yen- 
semble 77 des points communs à IT’ et /1"”, contenant A, B et C 
ne pourrait être réduit, ni à un point, ni à une droite. D'uutre part, 
comme JT’ et II”, il contieudrait entièrement toute droite joignant 
deux de ses points. Par définition du plan, ce sous-ensemble de 
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IT' et IT" devrait coïncider avec IT’ et II”; done II’ et II" co- 
incident 

Il en résulte que 

par une droite À et un point non situé sur cette droite: 

par deux droites sćcantes; 

par deux droites paralleles; 

il passe un plan et un seul; puisque dans les trois cas, on peut 
prendre dans la figure donnée trois points non alignés, de sorte 
qu'un plan passant par ces trois points contient cette figure. 

Il en résulte aussi que si l’on considére deux parallèles À et 
4’ et une droite M M’ coupant A et A’, la parallèle a M M’ menée 
par un point quelconque N de A rencontrera 4’. 

Observons ensuite que si deux droites 4’, A” sont parallèles 
àunetroisième À, elles sont parallèles ou confondues 

En effet. si A’ et A” sont dans un même plan et si elles ont 
un point commun elles sont confondues en raison de la condition 
h). Done, si A’ et 4” sont dans un même plan, elles sont parallèles 
ou confondues. 

Si 4’ et A” n'étaient pas dans un même plan, les plans dé- 
terminés par À et 4’ et par À et 4” ne seraient pas confondus. Or 
en prenant deux points A, B sur 4, un point A’ sur 4’, un point 
A” sur 4” et en menant les droites 4A’, A A” ct les paralléles de 
B à AA' et AA”, ces parallèles rencontrent A’ et 4' en deux 
points B’ et B”. De sorte que A B B'A’ et A B B” A” sont deux 
parallélogrammes ayant un côté commun et non situés dans un 
même plan. Alors 4° B'B” 4” serait d’après la condition A) un pa- 
rallélogramme et par suite contrairement à l'hypothèse, 4’ et 4” se- 
raient dans un même plan 

Definition des vecteurs. Nous allons maintenant définir une 
famille o de vecteurs associés à l'espace considéré de façon à satis- 
faire aux conditions 1° a 1950, [ à IV. 

Pour cela, nous définirons une certaine relation que nous appelle- 
rons l'équipollence de deux segments dirigés. Nous avons deja 
défini un segment „l B; les seginents AB et B4 sont les deux mê- 
mes ensembles de points. Nous appellerons segment dirige AB 
le systeme formé par le segment AB et le sens de parcours de la 
droite qui porte AB, de i vers B. (Dans le cas où B n’est pas 
distinct de 4 le sens de parcours et même lu droite AB sont in- 
déterminés et indifiérents). 
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Nous définirons bPequipollence plus loin. Dès maintenant nous 
pourrons considérer un vecteur $ comme déterminé par l'ensemble 


de tous les segments dirigés A’ B’ équipollents à un même segment 


dirigé A B. Pour montrer que le segment dirigé A B ne joue pas 
un rôle particulier dans cet ensemble de segments dirigés, il nous 


suffira de montrer que deux segments dirigés 4’ B’, A” B” équi- 
pollents à un troisième AB sont équipollents entre eux. Alors le 
même ensemble de segments dirigés pourra être défini comme Pen- 


semble des segments dirigés équipollent à l’un quelconque A’ B’ de 
ceux-cl. 


On voit aussi que, les segments dirigés A’ B’ équipollents à un 


même segment dirigé AB peuvent être considérés comme des re- 
présentations du même vecteur È. Un pourra traduire ces relations 
par la notation 


ADM AMIE 


Définition de l’équipollence. Comme en géométrie élémentaire, 
nous dirons que deux segments dirigés AB. A’ B’ sont équipollents 
lorsque: | 

a) les segments AB et A’B’ ont des longueurs égales et, — 
si les droites AB et A’B’ sont bien déterminées, (ce qui na lieu 
que si les longueurs des segments A B et A’ B’ ne sont pas nulles), — 
lorsque 8) ces droites sont parallèles ou confondues et lorsque y) les 
sens de parcours des deux segments dirigés sont les mêmes: 

Les deux conditions 8) et y) disparaissant lorsque la longueur 
commune des segments AB et A'B' est nulle, on voit que: quel que 
soit le point A. l’ensemble de tous les segments dirigés équipollents 


au segment dirigé A 4 est formé de tous les segments dirigés A’ A. 
Ainsi, il existe un vecteur bien déterminé, représenté par tous les 
segments dirigés dont l’origine et l'extrémité ne sont pus distinctes. 
Nous désignerons ce vecteur par O (à distinguer du nombre zéro) 
Dans le cas où la longueur commune des segments 4 B et 
A'B' nest pas nulle, il nous reste a préciser la signification que 
nous attachons à la condition y). Nous aurons aussi à montrer que 


deux segments dirigés Æ’ B’ et A” B” équipollents à un troisième 


AB sont équipollents entre eux. 
Or si la longeuur AB est nulle, il en sera de même de celles 
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de AB’ et A” B”; donc A'B’ et A” B” sont bien, dans ce cas, 
équipollents entre eux. Si, au contraire, la longueur AB n'est pas 
nulle, il en sera de même des longueurs A’ B' et A” B” qui seront 
égales. Les droites 4’ B' et A” B” seront bien déterminées et se- 
ront chacune parallèle à la droite bien déterminée AB ou confon- 
due avec cette droite. Nous avons vu que dans ce cas, les droites 
A'B' et A” B” seront parallèles ou confondues. 

Pour compléter et légitimer la définition des vecteurs, nous 
avons donc à dire ce que nous entendons, pour deux segments di- 
rigés situés sur deux droites parallèles ou confondues, en disant 
qu'ils sont dirigés de la même façon et ensuite à montrer que si 
trois segments dirigés sont situés sur des droites deux à deux pa- 
rallèles ou confondues, et si deux d’entre eux sont dirigés comme le troi- 
sième, le premier est dirigé comme le deuxième. Dans:ce but, nous 
allons étudier les orientations de droites situées dans un même plan. 

Orientations de deux droites d'un plan. Considérons deux 
droites À. 4’ situées dans un même plan et menons par un point M mo- 
bile sur À, une parallèle à une droite fixe 4” joignant un point de 
A à un point de A’. Cete parallele étant située dans le plan con- 
tenant A et A’ et n'étant (comme 4”) parallele, ni à A, ni a 4’, va 
couper À’ en un point mobile M’, Si 
M parcourt A dans une direction de- 
terminée, on ne sait pas d'avance si M 
ne va pas zigzaguer sur À’. La condi- 
tion g) nous permet de prouver que M’ 
va parcourir 4’ dans un sens determine. 
En effet, soient deux positions M, M; 
et M, M, de la droite MM’; si par 
exemple M est entre MM, et M,, les points 
M, et M, appartiendront respectivement 
aux deux regions déterminées dans le plan par la droite M M’. Or 
M, M; et M, M; étant parallèles a MM’, les points M; et M, ap- 
partiennent respectivement aux mêmes régions que M, et M,. Done 
le segment M; M; coupe M M’; comme le point d'intersection ne 
peut être qu’en MW’, on voit que M’ est entre M, et Ms, quand 
M est entre M, et M,. De même si M, est entre Met M,, M, sera 
entre M’ et Mn... 

Orientations de deux droites paralleles. Considerons deux 
droites A et A’ d'un plan, et une sécante variable NN’ qui reste 
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parallèle à une sécante fixe ô. Il y a deux sens opposés 5’ et N’ 
sur A’; lorsque M’ décrit A’ dans un certain sens 5’, nous avons 
vu que M parcourt À dans un sens determinć, que nous pourrons 
appeler S,; évidemment quand M’ décrit A’ dans le sens X”, M 
parcourra À dans un sens 3, qui sera le sens opposé à S4. 

En général, le sens S, dépendra de ô, toutes choses Cgales 
d’ailleurs. [l ne dépendra que de lu direction de ð et non de sa 
position si l’on exprime par la ce fait évident que S, sera défini 
de la même maniere quand on remplace ò par une droite parallèle. 

Nous allons montrer que si les droites A et 4’ sont pa- 
ralleles le sens de parcours 5, sur 4, associé au sens 5’ sur 4' 

par l'intermédiaire de 
la direction ô est indé- 
pendant de cette direc- 
tion Ô. 
Soient en effet M M 
„et M, M”, les sécantes 
ô et ó, que nous pou- 
vons faire passer par 
un même point M’ de 
A’. Soit M, N’ la sé- 
cante menée par W,. parallèlement à ô et qui coupe 4’ en N’; soit 
N’ N, la sécante menée par N° à 0, et qui rencontre A en N,. Ap- 
pelons 3’ le sens de parcours de 4', de M’ vers N’. Alors 5, sera 
le sens de M vers W, et 5, le sens de M, vers N,. Or, remar- 
quons que d'après la condition ż) les longueurs M M, et M, N, sont 
égales à la longueur M'N’ et par suite sont égales entre elles. Si 
done les sens 5, et S étaient différenis, N, serait confondu avec 
M. Alors N'M et M'M, du parallélogramme M M’ N'M, seraient 
parallèles contrairement à la condition 7). 

Ainsi, les sens S} et ©, sont les mêmes. Ainsi, étant données 

deux droites parallèles, on peut associer deux à deux d'une manivre 


définie leurs sens de parcours, la droite ô ne servant que comme 
un intermédiaire dont cette association est indé endante. 

Nous allons transformer cette relation entre les sens de par- 
cours de deux droites paralleles pour la définir d'une façon plus 
analogue à celle qu'on rencontre en géométrie élémentaire. 

Appelons demi-droite MS l’ensemble des points de la droite 
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A qui suivent le point M quand on s'éloigne de M sur A dans le 
sens S. 

On peut dire alors que si S et S’ sont les sens de parcours 
de A et A’ qui sont associés au sens précédent, les demi-droites M S 
et M’S’ qui sont déterminées sur A et A’ par une sécante quel- 
congue M M’ sont dans la meme région du plan déterminée par la 
droite MM’. Ceci nous fournit finalement la definition suivante: 

Etant données deux droites parallèles À et 4’, on 
dira que ces deux paralltles sont dirigées dansle même 
sens, si l'on a adopté sur ces deux droites, deux sens 
de parcours Set S’ tels qu'en coupant 4 et A’ par une 
sécante quelconque M et N’, les demi-droites issues 
de ces sécantes dans les sens Set 5’ soient du même 
côté de la secante M M’, c'est a dire dans la même région du 
plan déterminée par cette sécante. 

On en déduit en particulier que si, dans un même plan, on 
considere trois parallèles 4,4’, A” dont les deux premières sont di- 
rigées dans le même sens de parcours que la troisieme, les deux 
premitres sont dirigées dans le meme sens. 

Car en coupant par une sćcante M M'u”, si les demi-droites 
MS, M’ S” sont. par rapport à cette sécante dans la même région 
que M” S”, alors MS sera dans la même région que M’ S”. 

Passons au cas de trois paralleles 4,4’ 4” non dans un même 
plan. Construisons comme précédemment deux parallélogrammes 
ayant un coté commun 4 B sur 4” et les côtés opposés à 4 B respec- 
tivement en A’B’ sur 4 et A” B” sur A”. D’après la condi- 
tion A), A'B'B'"A" forme un parallelogramme. Par suite. si on 
dirige A’ et A” comme 4, si par exemple À est dirigé de A vers 2, 
A’ et A” seront dirigés respectivement de 4’ vers PB’ et de A” 
vers B”. Comme 4’ A” et B’ B” sont parallèles, les deux directions 
de 4’ et A” seront les mêmes. Ainsi, dans tous les cas. si deux 
droites À et 4’ parallèles à une troisième, sont diri- 
gées comme cette troisième, les deux droites 4 et 4 
sont, non seulement parallèles (ou confondues), mais 
encore dirigées de la même façon. 

Régions déterminées par deux paralleles dans leur plan. 
Considérons maintenant deux droites parallèles D,D’ et une sécante 
NN‘. La droite D determine deux regions #,,#; dans le plan des 
deux droites D, D’; la droite D’ détermine deux régions Ks, Ra Les 
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deux droites D, D’ ne peuvent done déterminer dans le plan que 
quatre regions au plus, l’une commune à À, et Ä, que nous pou- 
vons appeler R, /f,, de même les régions À, Ra, À; Ra et ki Ro. 

Or quand on parcourt la sécante NN’ dans un sens déter- 
mind, on Ge peut changer de région qu’en passant en N et N’. On 
ne rencontre donc que trois régions sur N N’. D'autre part tout 
point P du plan appartient à une de ces trois régions, comme on 
le voit en menant de P la parallèle a D, parallèle qui rencontrera 
NN’ en un point situé dans les mêmes régions que P par rapport 
a D et D’ séparément. 

En résumé, deux droites paralleles divisent leur plan en trois 
régions et trois seulement. Et si l'on mène par un point P du plan 
une sćcante Q Q’ a ces deux paralleles, la situation du point P par 
rapport à Q et Q' reste la même quels que soient / et Q Q’ pourvu 
que P reste dans l’une des trois régions. En particulier, on pourra 
appeler intérieur des parallèles, celle de ces régions où P est en- 
tre Q Q. 

Remarque. l'après ce qui précède, si on considere un paral- 
lélogramme À 2 B' 4', les côtés opposés AB, 8'4' sont dirigés de 
la meme façon quand on les parcourt l’un dans le sens A 2, l'au- 
tre dans le sens A’ 2’. De plus leurs longueurs sont égales. 

Réciproquement si deux segments dirigés AB, A'B' sont de 
longueurs égales, portés sur ‘des droites parallèles et sont dirigés 
dans le même sens, le quadrilatere obtenu en les complétant par 
les segments qui joignent, l’un les deux extrémités, l’autre les deux 
origines, est un parallélogramme. Car en construisant un parallélo- 
gramme ayant pour côtés consécutifs 4’ 4 et AB, soit A ABB", 
on aurait pour A'B' et A'B”, deux segments dirigés issus d'un 
même point, parallèles à une même droite et dans le même sens 
que AB de sorte que 2’ et B” coïncident. 

On voit que la condition nécessaire et suffisante pour que 
deux segments dirigés soient équipollents est la suivante: 

ou bien pour chaque segment, l'origine et l’extrémité sont con- 
fondues 

ou bien les deux segments dirigés sont deux segments de lon- 
gueurs égales situés sur une même droite et dirigés dans le même sens 

ou bien en joignant les deux extrémités et les deux origines 
des deux segments dirigés, les quatre segments obtenus forment un 
parallélogramme. 
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Retour au champ de vecteurs. Revenons maintenant à l’équi- 
pollence. Nous avons défini ce qu’on entendait par même sens de 
parcours sur deux droites parallèles. Nous avons donc défini com- 
plètement l'équipollence de deux segments dirigés et prouvé que 
deux segments dirigés équipollents a un troisième sont ćquipollents 
entre eux. La définition du champ de vecteurs est complète. 

Il nous sera utile de remarquer que si A B= ÆA B'ona 
A A' = B B' et réciproquement. En effet; ou bien les droites AB 
A'B’ sont bien déterminées et distinctes. Alors À B B' A’ est un 
parallèlogramme et par suite 44’ = BB". Ou bien les droites AB 
et A'B’ sont déterminées mais coineident. Alors en prenant les 
points a,b,a',b' correspondants a A, B, A’ B’ sur la droite euclidienne, 
on voit qu'on a ab = ab", d'où aa’ —bb' et par suite A 4’ = BB. 
Ou enfin l’une des deux droites A B, A'B' n'est pas déterminte, c’est 
à dire que par exemgle B coïncide avec A; alors B’ coïncide avec 
A’ et alors AA’ coïncide avec BB’, on a encore À 4’ = BB. 

On voit des maintenant que les conditions I et III sont satisfaites. 
La condition II se démontre aisément. Si on se donne un point A et un 
vecteur &, et si A'B’ est un des segments dirigés qui représente $, 
pour trouver un point B tel que AB =$, il faut distinguer suivant 
que 5$= 0 ou non. Si $=0, on a AA = Ë et la seule position pos- 
sible du point B est A. Si $=EQ, alors la droite A’B’ est déter- 
minće et, par suite, il y a une seule droite menće par 4 parallele 
a A'B' ou confondue avec A'B’. Le point B sera sur cette droite 
dans l’une des deux positions B ou B, telles que les longueurs AB 
et AB, soient égales a || £||. Enfin comme les segments dirigés 
AB et A'B' doivent être de même sens, cette condition détermi- 
nera celui des points B ou B, à choisir. 

Définition de la somme. Pour réaliser la condition IV, il nous 
suffira de définir la somme de deux vecteurs précisément de la seule 
façon qui réalise cette condition. Etant donnés deux vecteurs Ë et 
7, prenons un point A quelconque de l’espace considéré. Il y a un 
point B tel que A B = Ẹ et, alors, un point C tel que BC=n On 
aura d'après la condition IV 


ËÉtn—=AB+BC—=AC. 


Donc la somme Ë + 7 doit être prise par définition égale à AC lors- 
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que ë — AB et n= BC Il faut d'abord montrer que cette défini- 
tion est indépendante du point A, c'est à dire que si A’ est un au- 
tre pointjqueleonque et si A'B’ == AB et B'C' = BC, on a AC' = AC. 
En effet, puisque A’B’= AB, on aura AA'=BB'; de même de 
B'C' = BC, on tire BB' = CC". On a done AA’= CC" et pur suite 
AC AT 

On voit sans peine que les conditions 1° à 50 sont vérifiées. 

Définition du produit a. £, Soit $ un vecteur et a un nom- 
bre quelconque; pour définir a. $ nous représentons $ par un seg- 
ment dirigé AB et alors a. 6 sera représenté par définition par un 
segment dirigé AB’. On réalisera la condition 15° en prenant B' 
tel que la longueur A B’ soit égale a |a| fois lu longueur AB. 
Cela suffira pour déterminer la position de B’ lorsque | a | —0 
ou lorsque $ — 0, cas où B’ coïncidera avec A. Pour que les droi- 
tes soient définies dans l’espace affine à déterminer de la même fa- 
con que dans l’espace affine le plus général. on prendra B’ sur la 
droite A B. Enfin puisqu'on doit avoir 1. A B = AB et (— 1).AB= 
= BA, on prendra AB’ et AB de même sens ou de sens contrai- 
res suivant que a> 0 ou <0. 

On voit sans peine que les conditions 6° à 8° et 10° à 12° sont 
satisfaites. 

Définition de ||$||. Nous prendrons naturellement pour 

$|| lą longueur commune aux divers segments dirigés AB qui 

représentent é Alors les conditions 13° à 15° sont évidemment .sa- 
tisfaites. 

Il ne reste plus maintenant à vérifier que la condition 90: 


a.($+1n)=a.$+a:.n 


Nous allons voir que cela revient à généraliser au cas actuel le thćo- 
rème de Thales. 

Généralisation du théorème de Thalès. Soient deux vecteurs 
abstraits quelconques $ et 7 et a un nombre quelconque. Par un 
point À arbitraire, menons le segment dirigé AB = £ et par B le 
segment dirigé BC =. Le segment dirigé AC représentera le vec- 
teur p = E+ n. 

Si A,B,C sont alignés, il est posible d'appliquer la droite 
ABC sur une droite euclidienne et alors les vecteurs Ś,7,9, a. Š, 
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a-n. a.p viendront sappliquer sur les vecteurs euclidiens &, 7’, y’, 


7 


a$,an.aqg' et on aura 
p =ë +N ag =a$--aq 
d’où 
a.p=a.$--a.1. 

Si A.B,C ne sont pas alignés, A, B,C sont deux à deux dis- 
tincts, les droites AB, BC, CA sont deux à deux sécantes. 

Soit B A’ le segment dirigé bien déterminé avant pour origine 
le point B et tel que BA' =(— a).Ë, d'où 4'Bæ=a.ë. La paral- 
lele a AB menée par 4’ sera dans le plan 4’ AC c'est à dire dans 


le plan A BC et coupera nécessairement BC en un point C’. Il exis- 
tera alors deux nombres ) et c tels que 


BC =b.BC et A'©'=c.AC 
Comme ona A'' = A'B + BC, 
on aura: c.AC=a.4AB4b.BC 

c.($+17)=a.$--0.9 


Il suffira pour démontrer que la condi- 
tion 9° est satisfaite de prouver que 


— bc 


Pour interpréter cette relation, observons que dans le cas où 
il existe un nombre c tel que 


A C'=c.AC 


on pourra appeler c le rapport des mesures algébriques 
de A'C' et de AC. Il wy aura pas d'inconvénient à écrire 


iA 
At TAO 
On voit alors que nous avons à établir les égalités 
ECA A BO" AB 
AC AB AC 


qui se présentent sous la forme familière du théorème de Thalès. 
La démonstration se fera identiquement de la même manière 
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qu'en géométrie élémentaire, pourvu qu'on ait soin de n'utiliser que 
les propriétés qui ont été plus haut démontrées ou admises comme 
définition de l’espace considéré. 

Ainsi, pour montrer que les signes de a et b sont les mêmes, 
on utilisera les remarques faites page 25. Si par exemple a < 0, 
cela veut dire que B est entre A et 4’ donc que À est entre les 
parallèles AC et A'C' et par suite que B est entre C et C’, d’où 
b LO. 

On démontrera d’abord que u= et pour démontrer que 
a==c on se servira du premier résultat en lappliquant au triangle 
A’ BC" coupé par une parallèle à KC” menée par A. 

Ainsi nous avons associé à l’espace considéré un champ de vec- 
teurs satisfaisant à toutes les conditions 1° a 15°et Ia IV. Relativement 
à ce champ de vecteurs et à l’ensemble des points de l’espace considéré, 
on peut définir des droites et des plans comme nous l'avons fait pour 
l’espace affine défini analytiquement. Ces droites et ces plans 
sont précisément ceux qui ont été donnés avec les- 
pace considéré et les longueurs wont pas changé. En 
eflet, d'après la définition même du produit a. 5, les points C, tels 
que AC, =g.4AB où g est un nombre réel quelconque sont si- 
tués sur la droite donnée d'avance AB aussi bien que sur la droite 
abstraite que, par lintermédiaire du champ vectoriel, nous avons 
associée 4 AB. Ces deux droites coincident. 

Alors les plans abstraits étant définis de la même façon, qu'on 
considére les plans donnés d’avance ou les plans définis par l'inter- 
médiaire du champ de vecteurs, ces deux familles de plans coïnei- 
dent. De même les définitions des parallèles coincident; etc. 

Dépendance exfra-logique entre les points, les éléments 
géométriques et les opérations vectorielles. Tout ce qui précéde 
s'applique en prenant pour points de l’espace abstrait affine consi- 
dere, des éléments de nature absolument quelconque. Mais on aurait 
introduit une notion bien inutile, si on admettait que le choix 
des opérations vectorielles satisfaisant aux conditions 10 à 15° et 
I a IV püt être indépendant de la nature des points de l’espace 
abstrait envisagé. 

Il est en eftet facile de montrer qu’à peu près tout espace 
peut être, si on se place au point de vue purement logique, considéré 
d'une infinité de façons comme un espace affine. Il faudra natu- 
rellement s'adresser à un espace ayant au moins la puissance du con- 
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tinu puisquun espace affine contenant deux points contient une 
droite abstraite qui a la puissance du continu. 

Si l'espace considéré a exactement la puissance du continu — 
et c’est le cas de tous les espaces qui se présentent naturellement 
dans les applications les plus importantes — on pourra établir une 
correspondance biunivoque entre les points de cet espace et les 
points de l’espace euclidien et par suite attacher a cet espace abs- 
trait une famille de vecteurs satisfaisant aux conditions 1° à 15° 
et I a IV. Mais bien entendu les opérations vectorielles qu'on dé- 
finira ainsi n'auront en général aucun rapport avec la nature des 
points de l’espace considéré. On arrivera ainsi à des conséquences 
étranges conformes à la logique mais contraires au bon sens. Par 
exemple si on prend pour espace abstrait l’espace dont les points 
sont ceux d’une droite euclilienne, on parviendra par l'intermédiaire 
de la correspondance mentionnée ci-dessus à définir sur cette droite 
euclidienne des droites abstraites distinctes, des plans abstraits, des 
parallelogrammes, ete. En d’autres termes, croyant par la notion d’es- 
pace affine introduire un certain ordre, on pourra détruire au con- 
traire si, l’on ne tient compte que de considérations purement logi- 
ques, l’ordre naturel qui existait d’avance dans l’espace considéré. 


12 Février 1925. 


Rocznik Polskiego low. matematycznego. 4 


Zur Potentialtheorie 


von 


Leon Lichtenstein. 


In einem vor kurzem veröffentlichten Aufsatz, Uber einige 
Hilfssätze der Potentialtheorie. I'), habe ich eine Anzahl neuer Sätze 
aus der Theorie des Potentials einfacher und doppelter Belegungen, die 
bei verschiedenen höheren Randwertproblemen, so z. B. bei gewissen 
Existenzbeweisen der Hydrodynamik zur Verwendung kommen, 
bewiesen. Die vorgenannten Potentiale werden dabei als Funktionale 
der Randkurven oder Randflächen aufgefaßt. Diese Untersuchungen 
werden auf den folgenden Seiten fortgesetzt, wobei sich verschie- 
dene neue Sätze ergeben. Bei der Abfassung der vorliegenden Ab- 
handlung ist sorgfältig darauf geachtet worden, daß sie, auch ohne 
Kenntnis der vorhin zitierten Arbeit, verstanden werden kann. Ein- 
zelne Wiederholungen ließen sich aus diesem Grunde nicht gut 
vermeiden. 

Es sei T irgendein beschränktes einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängendes Gebiet, dessen Begrenzung S aus einer endlichen 
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier Flächen mit stetiger Nor- 
male, die einander weder schneiden noch berühren, besteht. Be- 
kanntlich läßt sich S in eine endliche Anzahl Stücke X",..., Z" 
zerlegen, so daß in jedem einzelnen dieser Stücke entweder 2 eine 
(eindeutige) stetige Funktion von x und y ist, die stetige Ableitun- 
gen erster Ordnung hat, oder y eine ebensolche Funktion von x 
und z. oder schießlich z eine gleich geartete Funktion von x und y 
darstellt. Es können natürlich auch alle drei Möglichkeiten zugleich 
bestehen. Man kann sich auch so einrichten, und wir wollen dies 


1) Mathematische Zeitschrift, Band 23 (192), S. 72—88. 
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im folgenden voraussetzen, daß die einzelnen Bereiche Z'® die Fla- 
che S „dachziegelartig* überdecken. Es sei etwa in I 


z = f(x. y). 


Die Funktion / ist im Innern und auf dem Rande eines von einer 
Jordanschen Kurve 60 mit stetiger Tangente begrenzten ebenen 
Gebietes, kürzer in einem Bereiche TI" (in TYS”), erklärt und 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. Wir setzen 
darüber hinaus fest, daß, unter (x,,%,), (2,7) zwei Punkte in 
F0 EL SN), unter r, ihren Abstand verstanden, 

7 


ð (1) | 9 (4) © -0) 1 
Ar! Tos Ya) s zy on) (Tą, Ya) < Mth 


gilt. Beziehungen dieser Art bestehen für jedes Flächenstück I”. 
Sie besagen, daß die Richtungskosinus der Flachennormale von 8 
einer Hölderschen Bedingung mit dem Fxponenten À genügen: 


(1) Q, — Qo , bi — b: , | — Yai = M 0 (0 <A<1). 


In (1) bezeichnen a,, fi, 74; Gy, ß,, y, die Richtungskosinus 
in den Punkten P (£1, Y3, 21). Palte, Yas 2) auf S; 0,, ist ihr Abstand: 


dją = (£1 — 42)" F (94 — 4)? H (2 — 22)”. 
Es mügen nunmehr 
(2) 5(r,y,2), n(x,y,2), G(r,y.2) 


drei im Innern oder auf dem Ride des Gebietes T, kürzer im 
Bereiche T oder noch einfacher in T+ S erklärte stetige Funktio- 
nen bezeichnen, die daselbst stetige Ableitungen erster Ordnung 
haben und den Ungleichheiten 


05! 05 où 
5 [<2 = À | 320 
Sh iMi GE Qo; dz” |0y | "| 34 0 
A 
(3) (>) — (35) |<20dź,... 
CT}: 0x}; | 
genügen. In (3) bezeicl pE a die Werte der ein 
genügen. in (3) bezeichnen lt un =] 1e Werte der einge- 


klammerten Größe in den Punkten (1x,,y,,2,) und (x, Yz, 2) IN 
T+ S; d,, ist ihr Abstand, 


+ = (Z; — La) (W St En za): 
3 
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Durch die Gleichungen 
(4) c=gc+|-5 y=y+n z2=2:+$ 


ist, wenn. wie vorausgesetzt werden soll, £2, hinreichend klein ist, 
eine topologische Abbildung des Bereiches 7 auf einem Bereich 7' 
erklärt, dessen Begrenzung 5 sich ganz wie © verhält. Die einzel- 


nen Randkomponenten von ©, Bilder der Randkomponenten von 5, 
sind geschlossene, doppelpunktfreie Flächen mit stetiger Normale, 
die Richtungskosinus ihrer Normale erfüllen gewisse Ungleichheiten, 
die zu (1) analog sind. 

Es sei jetzt Ë, 7, b irgendein System nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster Ordnung stetiger Ortsfunktionen in T + S, die 
den Ungleichheiten 


| SINCE eja 
Šp N; VER EME? 140 S Q,; 
(5) (25 „u pi - 4 
(52) or), = dd, 


genügen. Es sei weiter E, n, 6 ein anderes System von Funktionen, 
die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in 1'4+ S 
stetig sind und die Ungleichheiten 


ŚL in, 16 £Q; e IRE 2 S db; 
EEANN 0 47 M; ©. zę 
2. lee al |g(—0JS0S40, 
É (3 6-5) —( 6-9) 52a. 


erfullen. Auch hier bezeichnet beispielsweise [= (È — 5) den Wert 
z | 


4 


der eingeklammerten Größe im Punkte (x,,#, 2). 
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Augenscheinlich gehüren die durch die topologischen Abbil- 
dungen 


r=x-+-$...., 2240 r=x+$,.., z=» t 


aus T-- S gewonnenen Bilder e S und T+ S zu der vorhin 
mit 7 8 bezeichneten Klasse von Bereichen. 

Es sel y eine auf S erklärte stetige Funktion, die stetige, der 
x a genügende Ableitungen erster Ordnung hat. Sind w 
und v die Guußschen Parameter der Fläche S in der Umgebung 
eines ihrer Punkte, so kann man y als Funktion von œw und » 
auffassen. Es gelten dann die Ungleichheiten 


(9) Z: zz , = = Ms; (52) — (5%) = M óh... 
| 


ATZ a 


Wir setzen 
(10) xix, y, 2) = Y (4, y, 5) = zla, Y, 2) 


und bezeichnen mit 6 den von dem Vektor (x, y', z) — (x, y, z) 


mit der Innennormale von Ś in (2, y. 2’) eingeschlossenen Winkel. 
Betrachten wir jetzt die Potentiale der Doppelbelegungen 


ue R J z > dont, W(x y, jeż T y > cos do. 
unter do’ und do’ Fltichenelemente in den zusammengehórigen 
Punkten (x, ÿ,2); (ay, x) auf 8’ und S’, unter r und r die 
Entfernung der Punktepuare (x, y. 2), (T', y’, 2’); (z, y, 2). (x, y, z) 
verstanden. In meiner vorhin genannten Arbeit ist gezeigt worden, 
daß? für alle (x,y.z) in T-+ S, darum alle (z, y. z) in DLS und 
(x. 2 2) in T+S und alle den Beziehungen (5), (6), (7) genügenden 
& n. G; En, C gleichmäßig die folgenden Ungleichheiten gelten: 


. W W W AW 
W-W=c2,; g 227" ETR z — | 
(42) > ox Or | oz Or 11 
a 2] m | 
Ę BŁ h | = Adń,.. 


VA or Ją 
Für den Beweis dieser und der hierzu analogen Beziehungen 
bei Potentialen einfacher Flächenbelegungen sowie der Volumla- 
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dungen sind a. a. O. zwei verschiedene Wege skizziert worden. 
Beide Male wird eine Schar topologischer Abbildungen des Berei- 
ches T+ S auf Bereiche 7,+ S, eingeführt, bei der dem Punkte 
(r, y, 2) der Punkt 

e 


£ 2 ” € > PE. n é z a 
(15) 1,=£-- alë- &), n= Tg- n), 2, =2-- (0—0) 


zugeordnet wird. Dem Werte = 0 entspricht der Bereich T- S, 


dem Werte e — © der Bereich TEL S. Offenbar erfüllen 1, +5, 
für alle reellen oder komplexen e, so daß e = Q, gilt, die vorhin 


den Bereichen T- 5 auferlegten Ungleichheitsheziehungen (3) !). 
Mit Rücksicht auf die weiteren Entwicklungen dieser Arbeit wollen 
wir in dem folgenden noch einmal mit einigen Einzelheiten auf die 
früheren Betrachtungen eingehen ?). 

Wir setzen 


(14) X(T. Yas 2,) = X(T, Y, 2) 


und betrachten das Potential der Doppelbelegung 
. 1 A 
(15) W,(«,: y,, 2,) = | 2 à cos 0, do’, 


oder, was derselbe ist, 
. d de ‘ MA uA , =. 
Ww er) = | IZ ZE 2) y Ye” Ve es Fe) à 
Tru: + Ga Aw, v') | Ya, Aw, 
N 


(16) Ze — May U 


ri = (z, — at)! + (y, =y) H e — 2) 


1) Für komplexe e bildet die Gesamtheit der komplexen Punkte £i, Ye, 2, 
natürlich keinen Bereich mehr. Wenn wir dennoch golegentlich sagen werden, 
(Tę, We, Ze) liege in 7, + Se, so soll damit jedesmal nur uusgesagt werden, daß 
(r, y, 2) in T4 5 liegt. 

23) An jener Stelle handelte os sich in erster Linie um die analogen Be- 
trachtungen in der Theorie des H'otentials einer einfachen Belegung. 

5) In (15) bezeichnet, (für reelle e) de, das Flächenelement im Punkte 
(x). u, A auf Dai A ist der vom Vektor ie, VAR 2.) — (x, Us, z.) mit der 
Innennormale von S, in (©, , Ya z) eingeschlossone Winkel, r, der Abstand der 
Punkte +(zz;*ys» Zeh U z); w und » sind die zur Darstellung von 5 ge- 
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Der Ausdruck (16) hat offenbar auch für komplexe € einen 
Sinn). Es ist nicht schwer zu zeigen, das W,(x,,#,,2,) eine für 
alle (x, y, z) in T+ S und alle € in der Kreisjliche e S Q, ana- 
lytische und reguläre Funktion von e darstellt. 

Es möge (x,, Yı, 21) irgendein Punkt auf S sein. Wir bezeich- 
nen den korrespondierenden Punkt auf 5, mit (r,,, y4,, 2,,). den 
Wert von 4 in (2,, y,, 23) mit #3. Nach bekannten Sätzen ist für 
alle (x, y. z) im Innern von T und alle reellen e mit e SQ, 


fus - NY, 25) „ Ve Ye Tes, 2) RZ Nz 
az [À rn aw „yt r, ow’, „yt À Fo) ré aa 


€ 


sowie für alle (x, y,, z,) auf 8 


A A r A Ki T AE ze a] a, 7 
(18) [ fu LV a) y Yiu a Boz) y Zu + = o Ve go dy =2a, 
JI r, do, rie Iwy) r Aw, 


ży CE (Tis — x, Tr (Yı: — y) + (25 2) 


Die beiden Formeln gelten, da die linke Seite, wie man leicht 
sieht, in bezug auf e analytisch und regulär ist?), auch für kom- 
plexe e mit e = Q, Es ist also, zunächst für alle (x, y, 2) im 
Innern von T und alle reellen oder komplexen e SQ, 


brauchten Gaußschen Parameter. Den Ausführungen zu Beginn dieser Arbeit ge- 
maß künnen für © und » gewiß entweder x und y, oder y und z oder schließ- 
lich © und z gewählt werden, 

1) Wir wählen Qo so klein, daß für alle komplexen e mit 'e| << Q., alle 


/ 


zulässigen reellen oder komplexen È n & Å n, und alle (x, y, z) (T yi 2) 


in T+S gewiß | = |c> q > 0 gilt. 
A LT 


2) Bei dom Beweise komint die l'estsetzung | Ed '=1> 0 (vgl. die Faß- 


note 1) zur Verwendung. Die Behauptung des iS, ist, sowcit es sich um die 

Formel (17) handelt, seibstverständlich. Um sie für den Integralausdruck (18) zu 

boweisen, genügt es, eine kleine Kugel vom Radius d um (Tie, Yie, Zie) Zu be- 

schreiben und die Beziehung f = lim f flir d — O zu beachten, unter S den außer- 
8 s 


halb der Kugel gelegenen Teil vou S verstehend. Offenbar ist f fir alle hin- 
3 


reichen! kleinen d > 0 eine für alle e (1, + 6 (6 hinreichend klein) analyti- 
sche und reguläre Funktion von e, f konvorgiert für alle diese e gegen seinen 
8 


Grenzwert für d—>0 gleichmäßig, also ist f für alle e <Q, +6, mithin ge- 
3 
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W (2a Ye orint far — 2 RZ eOe 2 2) + 


ra (wr) 


(19) Ro Ye — Ye (2 ©.) | aa VAN r dw. 


» Aw',v)' nr Ao, wj 


€ 


Diese Formel gibt, wie man sich ohne Mühe überzeugt, den 
Wert von W,(x,, Y., 2%.) für alle diejenigen (x. y. z) in T+ S, die 
sich in Innern und auf dem Gesamtrande (mit Einschluf der Spitze) 
eines beliebigen geraden Kreiskegels mit der Spitze in (24, Yı, 2,) 
um die Normale zu Sin (x,, 44, 2,) als Achse und einem Oeffnungs- 
winkel < x befinden 1). Wegen (18) ist insbesondere 


Lis —£, NYa Ze) 
W (Eiss Yie 21.) = 27% n 5 ro‘, „jt 


(20) 


z EC — y NZa Te) y Zie Te ECA A | do’ dv’. 


m aw," R Aw',») 


& 


Von der Formeln (19) und (20) ausgehend, läßt sich ähnlich 
wie für reelle € schließen, daß W, eine für alle reellen oder kom- 
plexen e mit e = Q, und alle (x,y,2) in T+S nebst ihren 

2w a OW, ew, 
partiellen Abteilungen Ei 2 
Argumente darstellt. Diese partiellen Abteilungen genügen einer 
H - Bedingung mit dem Exponenten 4. 
Wir setzen 


stetige Funktion ihrer vier 


15 7 A 
alé os EE | We) an, 
DA CL BL MEHR A2 A ET AN DET 
(21) (z —( =). 4 LV dA, 
KARZE DOTE 2 


unter c'” eine Konstante verstanden, wie später unter c, c”,... 


R 


wi in der Kreistluche |£; << Qe analytisch und regulär. (Man beuchte, daß eine 


Beziehung A => 4, > 0 auch noch für alle e < {h} + ô gilt. Das gleiche ist 
p | = = 


bezüglich der Abbildung durch Vormittelung der Funktionen «r, Y, z zu siwen). 

1) Wir fasson hier, wie gelegentlich später, W,(x,, y,, Ze) uls Ortsfunktion 
in JS auf. Wir denken uns dabei in der üblichen Weise die Funktion 
Walas Ye, Ze), die zunächst nur im Innern des Bereiches 7' erklärt ist, stetig 
über das ganze T'+- S fortgesetzt. 
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Aus (19) folgt unmittelbar, daß W’(x,, y,,2,) für alle (x, y, z) 
im Innern und auf dem Rande des vorhin betrachteten Kegels und 
alle e = Q, sich in bezug auf € analytisch und regulär verhält '). 
Da dies für alle Kegel gilt, so ist W, überhaupt für alle (x, y, 2) 
in 7+ S und alle e mit e 5S Q, in bezug auf die Gesamtheit 
seiner vier Argumente stetig und in bezug auf € analytisch und 
regular. i | 

Es sei jetzt 7, der Kreis vom Radius Q, um den Koordi- 
natenursprung als Mittelpunkt in der Ebene der Variablen e. Für 
alle 6 S< QS} Q, ist gewil 


1 f Wydó 


2 ri De” 
Is 


(22) EZ, ya) (ZE 


In (22) bezeichnet W; denjenigen Wert, den das Potential 
W,(&,, y,, z,) erhält, wenn mann dem Parameter e den Wert 
ò = (Q,e'" erteilt. 

Aus der Formel (22) sind in der eingangs genannten Arbeit 
zunächst die folgenden Schludtolgerungen gezogen worden *). 

Offenbar ist für alle e S Q und alle (x. y,2) in T+S 

IW, 1  Wdô 


de 2ni, (0 — £)? 
I’ 


(23) 


JW 
Augenscheinlich hat dd fur alle le = Q stetige. der H- De- 


dingung genügende partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug 
auf z, y und z. Denn W, hat für alle e auf 7, diese Eigenschaft. 
Wir schreiben 


SW W, W,  0*W, m 
EA © m < em. 
de | Pu0e >  Oyde || d2de — 
(24) |(03W, 03 W)" ZY” 
| en. rd yore 12 * 
| 1 CTCE) | | 


beachtet man (24) und die Beziehung 


' Der Beweis wäre ganz ühnlich wie in der lußnote 2) S. 39 zu führen, 
3) Vgl. die Fußnote 2) S. 38. 


(25) Ww -= - — ZP de . 


so findet man die bereits auf S. 57 angegebenen Ungleichheiten 


| "> IW 3W 
2 Pisa EE Św 
(26) 2W owı (0W ow 
(= — | ) EAR 
„Oz or /1 Way Si 2 | 


Aus der Beziehung (22) wollen wir jetzt einige weitergehende 
Folgerungen ziehen. Es gilt die Entwicklung 


| > > e? 
(27) Wi WO Le WA WI 


Die Reihe rechterhand konvergiert fur alle den Ungleichhei- 


ten (5), (6), (7) geniigenden reellen oder komplexen E, n. E: E n, Ü 
und alle s = QO unbedingt und gleichmäßig. Dabei ist 


AL n! W 
9 W i 1€ W Se db dó. 
(8) E à: 2711 Js s 


iv 


Die Funktion W hat für alle (z, y,z) in T+ © stetige, 
der H+ Bedingung genügende Ableitungen erster Ordnung. Es gilt 


t) In (26) bezeichnen W und W” in ausführlicher Schreibweise die Aus- 
driicke W (a, 7 2) und W (z, y, z). Die zweite und die dritte Ungleichheit erge- 


ben sich aus den Formeln 
= s 2 1 a 
ý IW 2 jf’ 3 W, oW 
L fan, de. We J, 1 DL 
A Or Oxûe LUE ~ ri F (ô — e)? Ir 
(39 Wo 2r ŚW, dy _OW, 3 z 
fo Lao re DY a Je SE 3% 


und den Rn dn (21). 


z ON ZB RON a „gda 
Dor Ubergang von A A si + bietet nicht die gering- 
dr or ax Jx 


sten Schwierigkeiten. 
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IWM 
W (1) 9 à y $: . < cÓ), 
(29) oW re 2 Ada, <= (3) 14 
pe 7 == € y, 
| ce |, CL /ą 


Für W. ergibt sich aus (19), da y, wie übrigens auch 
X — X, von € unabhängig ist, der folgende Ausdruck: 


He) — L (X — m) ©" I z, + ©, ə (y, Zr "U y, o( ) 
S 
30 TMT PRE 
> + —— A YaN do'd *) 
r, OORE Nes, 


Offenbar ist W'© = W. Setzt man in (27) e = O ein, so fin- 
det man, da jetzt W, = W wird, 


(81) = WOW + | OWO... 


Man überzeugt sich leicht, daß in W die zu integrierende 
Funktion ein ZB Polynom „-ten Grades inbezug auf 


1 


z Èr 7 l ei 7 l Pr __ Fi 


m f» 


AB FK — n), zí 


und die partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin- 
geschriebenen Differenzen inbezug auf ©' und »’ darstellt. Setzt 


man darum zur Vereinfachung Q" W™ = W”, so findet man 
Ni. 1 | ER 
(32) K=W+.,W"t; ET WO... 


ln W ist die zu integrierende een ein n homogenes Poly- 


nom nten Grades in $—ć, n— n, Cort DE n — N’, er 
und den partiellen Ableitungen erster Ur zh der drei zuletzt hin- 
geschriebenen Difjerenzen inbezug auf œw und v. Die Iuntwicklung 


ii Der Beweis der Formel (30) bietet, da ja die Existenz von W’(") fest- 
steht, keine ernstlichen Schwierigkeiten dur, Man beachte vor allen, daß die zu 
integrierende Funktion für r —>0), mithin r, — 0, von derselben Ordnung un- 
endlich groß wird wie die zu integrierende Funktion in (19), nämlich von der 


Ordnung 2 -- À. 
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konvergiert unbedingt und gleichmäßig für alle reellen oder kom- 


plexen È, n Č; & n, Č, die den Ungleichheiten (5). (6), (7) genügen ')?). 
Es gilt weiter : 


2W OW, 13W® 12W® 

ar ax 1! 0x 2! Or er 
(33) W OW, 10WO, 19W® 

dy y 1! dy 2! dy 


und auch diese drei Reihen konver gieren für alle (x, y. 2) in T4 S 


und alle zulässigen $, n. 6; $, ne unbedingt und gleichmäyjig. 
Schłiejślich gelten die folgenden Beziehungen 


1 >) {25 5 =) A em) | 
dź, dr 1 OT 9 s ik Ir 1 gs ge 


(34) l e Wo ach 
er he er 


und die einzelnen Glieder rechts sind für alle (x, y, 2) in T+ S und 
alle (5). (6). (1) geniigenden E, n, É; É, n, 6 absolut genommen kleiner 
als die Glieder einer konvergenten numerischen Îeihe. 

In der Tat ist nach (22) z. B. zunächst 


EWR. CT PT COR Wi) 
(35) all > lt =) 2 | 


') Praziser, die Reihe 
à l | 1 | 
SIM OHZ WOJE. 


konvergiert für alle (Œ, y, z) in 1 +S und alle (5), (6). (7) genügenden reellen 
oder komplexen $, n, Č; È, n, te gleichmäßig. 

2) Man könnte den Ausdruck Ww, der bei festyehaltenen x, y, z ein 
Funktional in dem durch (5), (6), (7) ecklärten Funktionsfelde ist, im Anschluß un 
die Klassifikation von Herrn Frechet als ganzes Funktional n-ten Grades be- 
zeichnen. Ersetzt man E— Ë, 7 n. = entsprechend durch me-tnf; 


unun; M-44, unter 5,5; y, 7. © © nebst ihren Ableitungen stetige 


Funktionen verstehend, die den Ungleichheiten (7) genügen (m, — 49, u, = ! 
konstant), so geht W (7) in ein homogenes l’olynom n-ten Grades von py und u, über. 
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Aus (35) finden wir für e = Q in bekannter Weise 


(CLABNELAN ES go" [1 dó 
Adv Ją RAR wa ah 


1 


19W 3 W 
(36) —. f | RE dA 
dż 


| dx; \ar }:] 


Wegen (21) ist der absolute wa des Koeffizienten von ()" 
höchstens gleich 


on ur Qr 


Hieraus und aus der Ungleichheit O = Le folgt aber unsere 


Behauptung. Natürlich kann man sich in den Ausdrücken WO) die 
Integration über die Fläche S erstreckt denken. Auch kann man 
in (30) und (34) die Differentialquotientien nach s, y, 2 durch die- 


jenigen inbezug auf t, y, 2 ersetzen. 
Wir wollen jetzt die Funktionen Ś, 7, Ć und damit den Be- 


reich T als vorgegeben betrachten und lediglich E, UNIA als den 
Beziehungen (6). (7) gemäß variabel ansehen. Das Potential der 


Doppelbelegung W ist bei festgehaltenem (x, y, 2) ein Funktional 
in dem durch (6), (7) präzisierten Funktionenfelde. lu der Formel 


(32) haben wir eine Entwicklung des Funktionals W nach ganzen 
Funktionalen n-ten Grades (n = 0, 1, 2,...) vor uns. 


8 3. 
Wir haben vorhin (vgl. die Formel (26)) Abschätzungen für 


die Differenz W — W sowie ihre partiellen Ableitungen erster 
Ordnung gefunden. Für manche Zwecke sind Abschätzungen für 
den Ausdruck 


(37) W-W- w®- W W- QW 


und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung erwünscht. 
Te (28) ist mit Rücksicht auf OWO = HO 


fe fc jupe fn Jen 


JW i | 
-0|5 *) = Wi Wo, 


0 


(38) A 


9 
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Nun ist aber nach (22) 
XW; 1 W,dö 
(39) KOZA 
de? M] (0—e)3 


also für alle e SeS ()= = wegen 


PR NEN S. 
re ie are 
(40) 32 W:| 1 ger) 
ES zara 
za (Po ATA" 
| ra W- | 16 
ee BE 
PRE: talię 
und 
7 LUF 
(41) J de J z de < „= 008 
" 0 0 


Wir finden also endgültig für alle (x, y, z) in T+ 5 und alle 
den Beziehungen (5), (6), (7) genügeuden $, n, É; E, 1, a gleichmäj.ig 


(42) W_W- ww < (A) 


Ebenso findet man die weiteren Ungleichhetten 


(W W— wo|-< 902... 


"0 19 | 
(07 w Wo — (z, W- W mo) I «0048, 
c 1 ca 


Man kann so weiter gehen. Man findet bsp. 
(44) W- W- WWE < O8... 


Für manche Zwecke erweist sich eine andere Absehätzung. 
zu deren Ableitung wird jetzt übergehen. als wichtig. 

Wir nehrnen jetzt, unter (), einen beliebigen Wert =4(% 
verstanden, an, daß £ 7, Ć; È, n. & den folgenden Ungleichheiten 
geniigen 
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a: 98 95 
sh [agp SEA Sih; (se), — (zz), ZPA... 
s. (26 05) _ (26 
(46) éh (3e)--5405 (zz) — (35), 5404... 
© ,2 0 2 3 l 
E15 Eee) - (ee) 
= Nd, 


Für alle reellen oder komplexen e mit e S40, ist alsdann bsp. 


(46) +09 (5—5))=:5|+ £|240,+40,=0,=40, 


= - — — 


Wir setzen 


- 5 notes FLE TS 
(47) W — A 9] W” +a W +... 
i - a TT | R. 
(48) WZ "ry Use tr W® --..., 
und allgemein für alle reellen oder komplexen e mit e S40, 
7 1 ra l r 
(49) W-W-We=1l=, WE +, WH 


Den zuletzt gewonnenen Ergebnissen zufolge ist 
(50) LS. 
Bei der Anwendung der Ungleichheit (42) hat man dabei für 


É t. é; & 7, 6 entsprechend 0, Q, 0; &+e(&—8, 7 +eln— 1), 

E+ el e(¢ —Ć) zu setzen. Für 6—6,... tritt jetzt also -+ e(ć —Ś),... 

ein. Wegen (46) hat jetzt (), offenbar die Bedeutung der Grüsse, 

die in (42) mit () bezeichnet wurde. Wir finden also in der Tat 

die Beziehung (50). Es sei jetzt 7, eine Kreislinie vom Radius &(), 

um ae Koordinatenursprung in der Komplexen Ebene e. Für alle 
= (0=40, ist gewiß 


l, E 
(51) h= gx f 388, 530,6" 
T 


und 


el | ATX 
2 P> 6 
(62) de sa (ô — gji 
7 
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darum wegen 


(63) — [240 un 
1 
offenbar 
Ki 2 1 R AG te 
(54) | sp = D » nr), . Q: ° C (2; === NJ Q, 
uud 
(55) w. i "UE IE: de <6*0,0 


Wir finden also: 
Für alle (x, y, z) in T+ S und alle den Beziehungen (45) ge- 


nügenden È, n, £ E, 7, & gleichmäßig gelten die Ungleichheiten 
(56) | i—i = (W — WwW — wow W — io) Z 00,0 


und analog 


-7 : Les sl a 
(57) AE FOT. of À | —| i - zj zc”, Adi...) 
x rl 9x Ir: 


Der Schwerpunkt des soeben bewiesenen Satzes, der bei man- 
chen hüheren Randwertaufgaben zur Verwendung kommt, liegt in 
den Ungleichheiten (57). 


In analoger Weise lasst sich zeigen, dass, wenn 


MaF A | 1 


(58) == W— W— Wo W, |= WWW | W” 
gesetzt wird, 

S h w: zur . J 2 . 

1,— 2; tr (1,--2,) te. CURE { (Z, — 1) | | za 

€ | KOS m 
3 

dj (d.h) SP Mas... 
gilt. 


Macht man bezüglich des Charakters der Randflächen und der 
Beschaffenheit der Belesungsfunktion geeignete weitergehende Vor- 
aussetzungen, so lassen sich die vorstehenden Sätze dahin erwei- 
tern, daß auch für partielle Ableitungen höherer Ordnung der 


1) Man kommt von (52) zu (57) ähnlich wie von |23) zu (26). 
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Potentiale W und W in Bezug auf die Ortsvariablen analoge Be- 
ziehungen gelten. 

Haben z. B. die Funktionen 1, Ë, n, Ć; E, n, a stetige Ableitungen 
bis zur Ordnung m (m = 2) einschließlich, und erfüllen sie die Un 
gleichheiten 


| RE: amt 
nf, | 6; A Sas: pm [Go = (4; 
(60) |y r | 
E- (3x si — 
NOWE: ja  |a% | 
IS]; VIE 16 |; AŻ: oe Da |" Lo" Jer = (h; 
(61) PEN | EP PNS 
RES ES) = (him 
Boz 0 9" , 
8-8. LED... | z 6 —B|S0<40 
62 Pay" z W PA AE 
> LE E-5) PA 
(3-2)|5x..- 


so gelten die zu (26) analogen Ungleichheiten : 


a à | ə W R | 9" je u | 
WW; |z.(W—W)j,..., Mic; 


(63) p DA ._ I" ze. A | * 2 
ga W) (zz(6—W)) | 2 "Od, 


Desgleichen ist 
I—Ï|; | c (I D) CO R Am) 
| cz” 


(64) A Be i) — p _ (1 - b) = WO, Odź,,.... 
allgemeiner 
FAR À SU. „ (p=1,..m) 
(65) (z: —iv) ue noc: 
< 2. 


Den ZA a Denon (64) und (66) liegen Voraussetzngen zugronde, die 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 4 
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Aehnliche Sätze gelten für das Potential einer einfachen Be- 
legung sowie für das Potential einer Volumladung, ferner für alle 
drei Potentialarten in der Ebene (logarithmisches Potential). In 
allen Fällen gelten u. a. Reihenentwickelungen, die zu (32), (33), 
(34) analog sind. 

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind wir vor einer topo- 
logischen, den Beziehungen (5), (6), (7) genügenden Abbildung des 


Bereiches T + S auf die Bereiche T- $ und BS ausgegangen. 


Es mögen nunmehr Å, 7,6; &,n, 6 lediglich für auf © gelegene 
(x, y,z), d. h. als Funktionen von w und v erklärt sein und Un- 
gleichheiten erfüllen, die zu (5), (6), (7) analog sind. Jetzt liegt augen- 


scheinlich lediglich eine topelogische Abbildung der Fläche S auf 
S bzw. S vor. Alle bisherigen Entwicklungen lassen sich sinnge- 
mäß auch auf diesen Fall anwenden, nur gelten die von uns ge- 
wonnenen Ungleichheiten und Reihen natürlich nur noch für alle 
(x,y,z) auf S. In den Reihenentwicklungen (33) und (34) ist die 
Differentiation nach 7, y,2 durch diejenige nach œw und v zu er- 
setzen. 

Wir nehmen jetzt an, das die Fläche S stetig gekrümmt ist 
und ihre Hauptkrümmungsradien, als Funktionen von w und v 
aufgefaßt, einer H-Bedingung mit dem Exponenten À genügen. 
Die soeben betrachtete topologische Abbildung der Fläche S auf 
S und $ kann nunmehr wie folgt anders definiert werden. Es sei 
P(x, y, z) ein Punkt auf 8, und es mögen a. ß, y die Richtungs- 
kosinus der nach innen gerichteten Normale in P bezeichnen. Ist 
Q, hinreichend klein, so trifit diese Normale $ und Ś allemal nur 
in einem Punkte P bzw. P. Die Abstände PP, PP, positiv nach 
Innen gemessen, heißen p, D. Augenscheinlich kann man S und S 
durch Vorgabe von p und p als Funktionen von œw und v bestim- 
men; sie erscheinen dann auf das System der krummlinigen Koor- 
dinaten w, v, p bzw. w, v p bezogen. Setzt man im Sinne dieser 
Auffassung 


(66) = ap, n= bp, = yp; = ap, n = Bp, E = yp, 
eine Verallgemeinerung der Ungleichheiten (45) darstellen. Man erhält sie, wenn 


man in (60) und (61) Q, durch 4{),, in (62) aber 0 <+0 durch naso, 
ersetzt. 


ol 


so wird S auf $ bzw. 5 topologisch- abgebildet, wobei dem Punkt 
P allemal die auf derselben Normale zu S gelegenen Punkte P und 


P entsprechen. Da wir diesmal S als stetig gekrümmt und ihre Haupt- 
krümmungsradien als der H - Bedingungen genügend angenommen 


Fr 


haben, so haben Ś, », À Ë, n. Č, sofern “P 


c hr 
= Jr existieren und 
der H-Bedingung genügen, die zu Beginn dieser Arbeit einge- 
führten Stetigkeitseigenschaften. Machen wir noch die weiteren 


Voraussetzungen: 


an .lsp! | | 9p Op | | 
Ipiz<Q.: E —Li< di | 
p IEIS |» [a 50 au), — (ou, 
9p Op) | 
>| —|—| | = 0 684; 
Se]. (25), Fij 000$; 
(67) bnp ee Ar yon 


(E-n) (ip) |204,.. 


so sind für alle (x, y, z) auf S. wenn Q, und Q hinreichend klein 
sind, auch die Ungleichheiten (5), (6), (7) erfüllt. 

Betrachten wir für einen Augenblick die Entwicklung (32). 
Ihre Glieder erscheinen jetzt als ganze Funktionale einer einzigen 
Funktion, nämlich der Ortsfunktion p— p auf S, während in der 
ursprünglichen Darstellung sie von drei verschiedenen Funktionen 


E— È, n— N, t— t abhingen. 


++ 


Sur l allure d'une fonction harmonique dans 
le voisinage d'un point exceptionnel 


par 


W. Stożek. 


L’objet de cette Note est la généralisation des theoremes de 
M. Picard (C. R. du 3 et du 16 avril 19.3), concernant l'allure 
d'une fonction harmonique dans le voisinage d'un point exception- 
nel!) La méthode s'applique dans l’espace comme dans le plan et 
nimplique pas que les surfaces équipotentielles soient fermées. Au 
contraire, cette propriété résulte des formules (3). Soit 

U(P) — une fonction des coordonnées du point P harmonique 
et uniforme en tout point intérieur à un domaine €, à deux ou 
à trois dimensions, sauf peut-être en un point exceptionnel O, 


S — une sphère (ou un cercle) de centre O ayant une lon- 
gueur donnée R(R œ> 0) pour rayon. | 

Z — une sphère (ou un cercle) concentrique à S, de rayon 
el <ę < R) 


l — la longueur OP. 

Théorème. S'il existe une constante non negative d telle que 
les relations 
(1) O<I<R 
entrainent 


l 
=7 < U(P) (cas de I'espace), 


ou 


— dlog} < UiP) (cas du plan), 


1) Duns le même tome des C. R. (176), on trouve des Notes de MM. P 
Noaillon (p. 879), G. Bouligand (pp. 1037, 1200, 1366) et H. Lebesgue (pp. 1097, 
1270) relatives aa meme sujet. 


53 
on !) a: 


UCE) = -| fonction harmonique dans tout le domaine € 


(cas de l’espace), 
(3) | ou 
U(P) = lg) -+ fonction harmonique dans tout le domaine € 
(cas du plan), 
où c est une constante; dans le cas particulier où, pour 
0<I=R 


la fonction U est bornée, la constante c est nulle, les formules (3) 
étant sûrement valables dans tout le domaine €, à moins que le 
point O ne soit un point de discontinuite de la fonction U(P), cas 
où les formules (3) ne seraient plus valables au point O lui-même- 
tout en subsistant en tout autre point du domaine € avec la valeur 
nulle de la constante c. 

Pour établir le théorème?) précédent, considérons d’abord le 
cas de l’espace et, par rapport au domaine compris entre les sphe, 
res Z et S, appliquons le théorème de Green aux fonctions U(P) et 


(4) = — 


La seconde des deux fonctions précédentes s’annulant sur la 
sphere ©, il viendra: e 


| LE 1 "A (7 1) / du 
(5) +) uds — ja Jedi = 5 2) ) gy 


(2) (5) (8) 
Pour ćtablir la formule analogue relative au cas du plan, il 
suffira de remplacer la fonction (4) par 


l 
log —, 
Q 


1) On a évidemment un thćoreme tout à fait analogue, correspondant au 
cas où la constante d serait non positive et où le sens des inégalités (1) serait 
renversé. 

3) Dans la démonstration qui va suivre, j'utilise une remarque de M. Za- 
remba, remarque qui m'a perm's de simplifier celle que j'avais elaboree d'abord. 


54 


ce qui donnera: 


1 du 
(6) „frag |uds=log" Ja 


(2) (5) 


J'observe maintenant que, sans nuire à la généralité, on peut 
admettre que la constante d qui figure dans les inégalités (2) est 
nulle; pour le voir il suffit de changer U(P) en 


U(P)+ ou en U(P) + dlog} 


selon qu'il s’agit du cas de l’espace ou de celui du plan. Nous sup- 
poserons done que les relations (1) entraînent la suivante: 


(1) U(P)> 0. 


Cela posé, reprenons le cas de lespace et supposons que le 
point P ait une position arbitrairement donnée à l'intérieur de la 
sphère S, sans cependant coincider avec le centre O de cette 
sphere. Donnons alors au rayon © de la sphère Z une valeur assez 
petite pour que le point P soit extérieur à la sphère Z et désignons 
par G(P, Q) la valeur eu un point Q de la fonction de Green de 
pôle P, relative au domaine extérieur a la sphere Z. Une applica- 
tion facile du thóoreme de Green nous donnera la formule suivante: 


d,a(P, G do its 
D UP)= fro "NO at | UMO zy? ds + 
(3) (8) 
— face DELL KP P,O gy 


(3) 


Il nous faut maintenant passer à la limite pour ọ = 0. En 
désignant par r la distance des Si P et Q et en posant 


| róż 1 L (<BR 
(9) VIP) = [url an! Jei S L —Ć 
(NI (5) 
on trouve aisément: 


ua  dU A 
(10) i fee“ Ds — | GP. pe dal V(P) 


(8) 
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où, évidemment, V(P) est une fonction harmonique dans tout Pin- 
térieur de la sphere S. Reste à déterminer la limite du premier 
terme du 2 ième membre de (8); dans l'intégrale qui le constitue, 
on a: 


dB, Q)_ Be, 
be ZAW. = Anori’ 


d’autre part, l'équation (5) donne: 


(12) lim - Abp = fans 
00 © 


En s'appuyant sur (7), on s'assure aisément, à l’aide des 
équations (11) et (12), que l'on a: 
oG(P, 
lim vg © RR = 


0-0, 47 Arıl dN 
(3) (8) 


En s'appuyant sur cette équation ainsi que sur l'équation (10), 
on deduit de (8) la formule suivante 


(13) U(P) => + V(P), 
eu posant, 

1 du 
(14) An) dh 


(9 
La formule (13) n’est valable que pour les positions du point 
P qui satisfont aux conditions 


(15) O<I<H, 


il y a done encore quelques, mots à dire pour démontrer d'une façon 
complète la 1-iere partie de notre théorème en ce qui concerne le 
cas de l’espace. Désignons par W(P) la fonction des coordonnées 
du point P définie comme il suit: au centre O de la sphère Son a 


et, pour toute autre position du point FP dans le domaine €, on a 


W(P) == U(P) — 
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A l'intérieur de la sphere S, la fonction W(P) se confondra 
avec la fonction V(P) à cause de (13), d'où l’on déduit que la 
fonction W(P) est une fonction harmonique dans fout l’intérieur 
du domaine €; d'autre part, il résulte de la definition de la fonction 
W(P) que, pour toute position du point P a l’intérieur du domaine 
€ et sous la seule restriction d’avoir 


(16) [> 0, 
On a 
(17) U(P)=3 + W(P), 


formule qui démontre la 1-iere partie de notre théorème pour le 
cas de l’espace; pour reconnaître, dans le meme cas, l'exactitude 
de la 2-ième partie du théorème, il suffit de remarquer que, lors- 
que la fonction U(P) est bornée, on a nécessairement 


c=0. 


Passons maintenant au cas du plan. La formule (8) peut-être 
regardée comme se rapportant à ce cas-la: il suffit pour cela de 
regarder les symboles X et $ comme représentant des cercles et 
l'expression G(P, Q) comme celle de la fonction de Green de pôle P, 
relative au domaine extérieur par rapport au cercle £. Placons- 
nous donc à ce point de vue et passons à la limite pour ọ = Q. 
A cet effet. désignons par r la distance des points Pet Q et par r; 
la distance du point Q au conjugné harmonique P, du point P par 
rapport aux points d'intersection du cercle Z avec la droite passant 
par le centre O du cercle Z et par le point P. Avec ces notations 
la formule (8) pourra s’ecrire comme il suit: 


Le PEP NE AT dy, lar) 
ae) U(P)= z, [U or? Ce Pęd uł, dN rdNi T 
(2) (5) 


du r 1 
— [its F — log r — log j Ida 
(8 


(19) lim | uds=0. 
©: 


(2) 
Cela étant, il résulte de (7) que, pour ọ = 0, la limite du se- 
cond membre de (18) se confond avec celle de l'expression suivante: 
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12 — 92 IRRE Dr 
D VD > dt, Sir mr LE: 


= du | 


IN Log” — logr —- log i 12 


czej 
expression qui, à cause de (6), est égale à la suivante 


rz 
pn La d ] 

(20) 77 uds + V(P)+c og; 

(2) 
ou l'on a posć 

1 du > GS DH 

(21) V(P) = > gy logr u ads 

(8) 
et 

1 du 

(22) C == In AN 


(3) 


Or, a cause de (19). la limite de l’expression (20) pour o=-0 
est egale a 


F(P) + clog 7 


Par conséquent, la formule (18) donne, par le passage à la 
limite pour ọ = 0, la suivante 


23) U(P) = c log} +V (P), 


formule valable sous la condition (15) et dans laquelle, comme cela 
résulte de (21), la fonction V(P) répresente une fonction harmo- 
nique dans tout l’intérieur du cercle 3. Cela posé, la démonstration 
s'achève comme dans le cas de l’espace. En définitive notre théo- 
rème est complètement démontré. 

Remarque’). Sans avoir rien à changer dans la thése du 
théorème qui vient d’être démontré, on peut adopter l’hypothèse un 
peu moins restrictive que voici: il existe une suite infinie { 0; } 
a termes positifs et ayant zéro pour limite à laquelle correspond 
un nombre positif d tel que l'existence de l’une ou de l’autre des 
inégalités (2) ne soit assurée à l'avance que pour 


TR EE RP | 


1) Je dois cette remarque a M. Steinhaus. 
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Pour s'assurer de l'exactitude de cette remarque, il suffit de 
considérer que rien n'empêche de remplacer, dans la démonstration 


exposée plus haut, o par g, et de passer A la limite pour > = D! 


Pour terminer, complétons l'étude précédente par l'examen 
du cas suivant: la fonction U(P) harmonique et uniforme en tout 
point intérieur au domaine € sauf peut-être en O n'est pas de la 
forme considérée dans la these de notre théoreme. Je dis que, dans 
ce cas, le point À est un point-limite des zéros de la fonction U(P). 
Pour le reconnaître, il suffit de considérer que, en vertu de la re- 
marque faite il y a un instant on a la proposition suivante; si l'on 
désigne par {,} une suite infinie à termes positifs ayant zéro pour 
limite et, lorsque P varie de façon à satisfaire à la condition 


ET 


par m, et M, respectivement le minimum et le maximum de l'ex- 
pression 
l. U(P) 
ou de l'expression 
U(P) 
log : 
l 


selon que l'on considćre le cas de l’espace ou celui du plan, les 
termes de la suite 

Mi, Moy Mg.. 
n'auront pas de borne inférieure finie, et ceux de la suite 

M, Mago MEN 


n’auront pas de borne supérieure finie. 


Sur le probleme de Dirichlet. 


par 
Georges Bouligand 


professeur à l’Université de Poitiers. 


1. Généralités sur le caractère et les donneés du problème. 
Le problème de Dirichlet a fait, au cours de ces dernières années, 
l’objet de nombreux travaux. Il nous paraît intéressant de reprendre 
ici, en les coordonnant et les simplifiant parfois, quelques uns d’entre 
eux. Nous ferons connaître en même temps quelques théorèmes 
nouveaux. 

Le problème de Dirichlet ressort du calcul fonctionnel. La 
solution dépend à la fois 

1° de la frontière $; 

2° des donnćes qu'elle porte. 

Nous nous plagons dans des conditions tres generales, qui 
sont celles qu'a envisagées systématiquement, le premier, M. Norbert 
Wiener'): on prend à distance finie, un domaine ouvert Q 
(= ensemble d’un seul tenant formé exclusivement de points intérieurs) 
et on désigne par X l'ensemble frontière, sur lequel on ne sait 
à peu près rien, sinon qu'il est fermé et quil comprend au moins 
un continu externe 2’, qui serait lui-même frontière d'un do- 
maine ouvert ©’: de sorte que Z se compose de 3’ et de points 
de ©”. 


1) (A) Nets and the Dirichlet Problems, mars 1923 (B) Certains notions in 
potential theory janvier 1924. (C) On the Dirichlet Problem, avril 1924. (D) Note on 
a Perron paper. octobre 1924. Tous ces mémoires ont paru dans le Journal de 
Mathématiques du Massachuselts Institute of Technology. 
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Nous designerons par Q un point de la frontière 2. Soit f(Q) 
une fonction définie sur cet ensemble. Nous nous occuperons seule- 
ment du cas où elle est continue, hypothèse qui a un sens par- 
faitement clair, vu que Z est un ensemble fermé: soient Qi, Qi... 
des points de Æ qui tendent vers un point Q; alors ce point appar- 
tient aussi à J; en disant que f(Q) est continue. nous voulons dire 
que dans les conditions précédentes, la suite /(Q,), /((%),... tend 
toujours vers f(Q). 

Ces prléiminaires posés, nous exposerons la solution du pro- 
blème de Dirichlet en nous laissant guider par un certain parallé- 
lisme entre la question d'analyse fonctionuelle qu'il représente et 
une question classique de Théorie des fonctions: pour définir la 
fonction exponentielle, on la définit d’abord pour les valeurs ration- 
nelles de la variable, et on l’&tend ensuite par continuité au champ 
de toutes les valeurs réelles. De même, dans le problème de Di- 
richlet, notre méthode sera une méthode de prolongement fonc- 
tionnel. Cette Méthode, telle que nous allons l’exposer. peut 
être regardée comme la résultante des travaux de M. Norbert Wiener 
(lui-même assisté partiellement par M. H. B. Phillip's) et des nôtres !). 
M. Henri Lebesgue nous avait d’ailleurs précédés les uns et les 
autres: seule la guerre de 1914—18 la empêché de donner un 
exposé systématique des beaux résultats qu'il avait déjà obtenus ?). 

2. Faisons encore la remarque suivante: soit une fonctionnelle, 
définie pour une certaine classe d'éléments, par exemple la classe 
(C) des éléments Æ. Supposons quion ait défini d’abord cette fonc- 
tionnelle pour une sous-classe ((,) de (C). Ponr que le prolonge- 
ment fonctionnel puisse s'općrer, il faut naturellement supposer 
réalisées les conditions suivantes: 

1° Un élément quelconque de (C) est limite d'éléments appar- 
tenant à (C,). 

20 La fonctionnelle est continue au sein de (C,;). 

Inversement, si l’on complete ces hypotheses par celle de 
l'uniforme continuité de la fonctionnelle au sein de (C,), il 


2) (E) Notes aux Comptes Kendus de l’Ac. des Sc. de Paris, 19 murs 1923, 
23 mars 1924. (F) Articles au Bulletin des Sciences Mathématiques (juillet et 
novembre 1923, mai, juin, et juillet 1924), 

3) Nous citerons ultérieurement les travaux de M. H. Lebesgue sur ces 


questions. 
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résulte d'uu ‘mémoire consacré par nous à ces questions (F`) et d'un 
mémoire complémentaire de M. Fróchet1), que la fonctionnelle est 
prolongeable à tous les éléments de la classe (C) et qu'elle est 
uniformément continue au sein de cette classe. Bien entendu, 
l'intervention de la contiuuité exige que la classe (C) se compose 
d'éléments tels qu'on puisse définir la distance de deux d’entre eux. 

Dans l'exposé qui va suivre, nous ne ferons pas directement 
état de ces théorèmes généraux. Mais il était bon de les signaler 
à l'attention du lecteur pour éclairer la route que nous allons-suivre. 
Notons deja que nous avons une fonctionnelle dépendant de deux 
elements bien distincts, le premier est un ensemble de points, soit 3. 
constituant la frontière d’un domaine ouvert, le second est une 
fonction f(Q) définie sur Z. Nous avons donc ici à envisager deux 
classes bien distinctes: 

1° La classe (C) des éléments 2; 

20 La classe (T) des éléments f(Q); 

Nous aurons à considerer spécialement. 

1° La sous-classe (C,) de (C), formée par les frontières des 
polyedres obtenus par la juxtaposition de cubes d'un réseau, en- 
gendre par un systeme triplement orthogonal de plans (si nous 
supposons, pour fixer les idées n = 3). 

2° La sous-classe (74) de (7°) formée par les valeurs acquises 
par les polynômes sur la frontière X d'un domaine Q. 

Ces sous-classes satisfont bien à la condition d'admettre res- 
pectivement (C) et (T`) pour classes dérivées: elles peuvent done 
jouer, dans la résolution du problème de Dirichlet le même rôle 
que la sous-classe des nombres rationnels, dans la construction de 
la fonction exponentielle dans le champ réel. 

3. Le pré-probléme de Dirichlet. Nous voyons maintenant 
lu route à suivre: nous allons d'abord résondre, avec M. M. H. B. 
Phillips et Norbert Wiener, le probleme de Dirichlet ponr un 
domaine polyédral A formé par la juxtaposition de cubes d’un 
certain réseau. Ce probleme a l'avantage de pourvoir se traiter 
comme cas limite d’un problème linéaire à un nombre fini d'inco- 
nues. que nous appellerons pour abréger le pré-problème de Dirichlet. 
Voici en quoi il consiste: introduisons la notion de fonction de 
réseau. Se donner une fonçtion sur un réseau, c'est attribuer 


1) Bull. des Sc. Math. mai 1924. 
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a chaque noeud de ce réseau une valeur numerique: Substituons 
a l'équation da Laplace l'équation aux différences finies. 


1 6 U(x, y, z) = U(x +h, y, 2) + Us, y +h, 2)-|- U(z,y, z+ h) 
©) + Ule — h, y, 2) + U (z, y — ha) + U(a,y,z—h), 


où h représente larćte du réseau: suivant cette équation, la valeur 
de la fonction de réseau en un noeud sera la moyenne de ses va- 
leurs aux six noeuds les. plus proches: d'où l'impossibilité, pour 
cette fonction, de présenter en un noeud (qui n’est pas un noeud 
frontière de son champ d'existence) un maximum ou un minimum, 
c'est-à-dire d'être en ce point ou supérieure, ou inférieure aux 
valeurs qu'elle acquiert respectivement aux six noeuds voisins. C'est 
ce que nous résumerons en disant que la fonction est une fonc- 
tion monotone sur le réseau. 

Cela posé, soit un polyèdre À formé par la juxtaposition de 
cubes du réseau, et que nous supposons êlre d'un seul tenant. Il 
y aura des noeuds extérieurs, des noeuds intérieurs, et des noeuds 
périphériques. Alors, le pr&-probleme de Dirichlet consiste à trouver 
aux noeuds intérieurs une fonction qui prenne des valeurs donneës 
aux noeuds périphériques et qui. en chaque noeud intérieur, vérifié 
l'équation (1). C'est un problème linéaire ayant autant d'équations 
que dinconnues, et dont le déterminant n’est pas nul::siuon en 
annulant les valeurs périphériques, on pourrait avoir d’autres 
solutions que la solution zéro, ce que la monotonie rend impossible !). 


1) Cette remarqne appelle d'interessantes généralisations. Partons en général 
de l'équation aux derivées partielles 


92 U U 92 U OU OU , 
+ QUE my ARE I aa MIE. 2. 
Aga AP er Su 6 
a 9U 


+26% +HU=0 


où les coefficients sont les fonctions continues, 4, B, C étant positifs et non nuls, 
et H étant Z 0. On est amené à rapprocher cette équation de l'équation aux 


différences finies 
i h? H r o 
2(4--B+-0)| ***  2(4+4.B+C) 
où 


o = (AF hE) U (4 —RE)U pue + (B FRE) Unti + 
+ (B ry hF') U wyż == (C+ h (r) Unat + (C — h (r) Uw h* 


(F) 
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4. Le probleme de Dirichlet pour des domains polycu- 
biques (C'est-a-dire du type 4). 

Du pré-probléme de Dirichlet pour 4, il s’agit maintenant 
de passer au probleme de Dirichlet pour ce móme domaine, sui- 
vant l’acception usuelle de ce terme. Il faut donc exécuter le passage 
a la limite, amenant de l'équation (1) a l'équation de Laplace. Nous 
suivons partiellement, Fexposć de MM. Philipp's et Wiener. 

Considerons le réseau qui donne nalssance à 4, puis la suite 
des réseaux qu'on en déduit par subdivision binaire. Soit la fonction 
continue f(Q) donnée sur la frontière de À (formée d'une ou plu- 
sieurs surfaces polyèdrales). Appelons: 

E, l'ensemble des noeuds du 1° réseau intérieurs à À, e, celui 
des noends périphériques 


ką l'ensemble des Doende, du 2% ma 104.00... Mar" „dów, KA”: 
k, "© juin s: Mialo ma: TR I Ke: 


Soit F, (P) la solution du pré-problème de Dirichlet pour 
l'équation (1), les valeurs données sur e, étant prècisèment elles 
qu'y prend f(Q): la fonction F, (F) est définie sur Æ,. Soit de 
même F,(P) la solution, définie sur Æ,, du pré-problème de Di- 
richlet relatif a (1), avec les valeurs f(Q) sur e, et ainsi de suite. 
Nous formons une suite de fonctions {F,(P)} que nous pouvons 
étendre au domaine 4 et à sa frontière par interpolation pluriline- 
aire. Cela posé, il s’agit de montrer 


Toute solution de cette équation aux différences finies est une fonctiou atone sur 
le réseau, c. a. d. no. peut présenter (au sens du contexte) de maximum positif 
ni de minimum négatif. Il s'ensuit que, pour l'équation Æ’, le pró-probleme de 
Dirichlet a toujours une solution et une seule, Mais alors, cela montre que la 
méthode que nous allons appliquer a la résolution du problemo de Dirichlet pour 
l'équation de Laplace n'a pas un champ d'application limité à cette seule équa- 
tion. Ces considérations semblent même particulierement opportunes, si confor- 
mément à un point de vue que nous avons exquissé dans un cours fait à Cra- 
covie (octobre-décembre 1925), on veut construire une théorie umótrique des 
fonctions harmoniques, c'est à dire valable indifféremment en géométrie euclidienne, 
ou en géométrie riemanienne, et dont les principes sont indifférents à la métrique 
particuliere choisie. En nous bornant au cas n = 3, il est clair que l'équa- 
tion Æ est la forme la plus générale prise en coordonnees orthogonales, par une 
équation du type AU +a grad U4 HU=0 où 4 est l'opérateur de Beltrami 
pour un certain continu riemanien, où l'opérateur grad est relatif a ce continu, 
où a et Ji sont donnés. 
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10 que les fonctions F,(P) tendent uniformément, dans le 
domaine fermé À, vers une fonction continue limite prenant sur 
le frontière les valeurs f(Q) 

20 que cette fonction satisfait aux conditions entraînant 
I harmonicitć !). 

Cela posé, nous avons à établir plusieurs propositions pre- 
liminaires. 

Lemme I. Soit Q, un point de la frontiere du do- 
maine polycubique 4 Considérons un cube Z%, homo- 
thèhique à ceux des réseaux, de centre Qo, de côté au 
plus égal à l'arête du premierreseau. Prenons/(Q0)=1 
sur la portion frontière de 4 intérieure au cube Is, 
et /(Q)=0 sur le reste de la frontière. On peut alors 
trouver un cube I, homothétique et concentrique 
a DT, à l'intérieur duquel on ait, à partir dune cer- 
taine valeur de K 

LEP) ES 
si petit ait été donné e. 


Il est bon, pour démontrer ce lemme, d'uliliser un polyedre 
particulier 0, (figuré ci-contre) 


Te obtenu en enlevant d'un groupe 
de huit cubes égaux, formant 
ŚR) un cube d'arćte double des pre- 


|  cedents, un de ces cubes. appe- 

do lons y, le sommet rentrant de 

ô. On peut alors, en chaque 

E point frontière Q, de 4, trou- 

ver un polyédre 4, tel que la 

figure (4%, 4) soit semblable 

à (go. Ôo) et que chaque point 

intérieur à À et se trouvant 

avec Q, dans un même cube du réseau soit aussi intérieur à 4,. 

Ce domaine A, pourra d’ailleurs être pris de manière à satisfaire, 

outre ces conditions, à celle d'être de dimensions indépendantes de 
la position de Q, sur la frontiere. 

1) Nous présentons la démonstration en lui donnant une forme aussi 

qualitative que possible, afin de favoriser l'extension dont nous avons montré la 


possibilité dans un précédent renvoi, relativement à des équations beaucoup plus 
générales du type elliptique. 
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Celu post, en vertu d'inégalités évidentes, il suffit alors d'établir 
notre lemme pour le polyèdre ô, et pour le sommet q,, en prenant 
f®(Q) = 1 sur les faces qui apparaissent lors de l’ablation, dans le 
grand cube initial, d'un de nos petits cubes, et f®(Q) = 0 sur la por- 
tion restante de la surface de ce grand cube initial. Appelons celui-ci 
Yo, et avec go comme centre, formons une suite de cubes Yi, Ye; Ymr 
homothétiques et concentriques à y, avec les rapports d'homo- 


) 
2, 


thétie succesifs Sur la portion de la frontière de 7%, 


2” 3% 


intérieure au domaine ô», on a quel que soit k 
EP) > p, 


la signification des F;(P)etant évidente, et p désignant un nombre 
positif non nul. On démontre son existence, en remarquant qu'à 
l'intérieur de y, les fonctions F(P), obtenues en prenant les 
valeurs !/(Q)) = 1, sur les facettes communes à y et à l’un de ses 
huit cubes divisionnaires, et f(Q) = 0 sur le reste de la frontière 
de y, sont inférieures aux /4”(P), et restent cependant supérieures 
à un nombre p” non nul'). 

Envisageons alors les fonctions Æ°(P) — p, qui sont 20 sur 
la portion de la frontière de y, intérieure A 0, et égales a 1 — p 
sur Ja portion de la frontière de 6, intérieure à y,. Par un ral- 
sonnement analogue au précédent, nous montrerons qu'à l'intérieur 
de ô, et sur la frontière de y,, on a 


EO(P) — p > p(l — p), 
ou 


PYEJZNS"U — p}. 


1) Pour le voir, on cherche ce qui se passe lorsqu'on fart /(4/) = 1 en un seul 
noeud périphérique du ke réseau déduit du cube 7, ot flQ) —0 en tout autre 
noeud périphérique. (Quel que soit le noeud pris pour siège de la valeur 1, les 


l 
valeurs obtenues sur y, sont toujours de l'ordre de ka . Il existe donc un nombre 
positif a non nul tel que la fonction ainsi détorminée sur le keme réseau dépasse 


a z . e . , 
; , ce nombre a étant indépendant de k. Mais alors, dans la formation des F"0(P) 


k 
intervient un nombre de sommets portant la valeur 1, ayant l'ordre de grandeur ke. 
On en conclut que les FX0(P) restent supérieurs a un nombre positif p” confor- 


mément A ce que nous avons annoncé. 
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En répétant le même raisonnement, on en déduit que, dans le 
domaine fermé commun a 0, et à Ym, on a 


F®(P) > 1 — (1 — p)”; 


or on peut prendre m assez grand pour rendre (1 — p)” < e€ 
(C. Q F. D). 

Notons que, d’après une remarque faite au cours du raisonne- 
ment précédent, larête du cube y, dont l'existence vient d’être 
établie pour chaque e, peut être déterminée indépendam- 
ment de la position de Q sur la frontière. 

5. Lemme II. La fonction f(Q) étant supposée con- 
tinue sur A, les fonctions F,(P) sont également conti- 
nues dans le domaine fermé À. 

Avant d'entrer dans les détails de la démonstration, notons 
les causes essentielles de cette égale continuité: ce sont 

1° Le fait que sur la frontière de A. les F,(P) se réduisent 
a des fonctions tendant uniformémeut vers une fonction continue, 
d'où légale continuité des empreintes de F,(P) sur cette fron- 
tiere 1). 

20 Le fait que lorsque P tend vers un point Q de la fron- 
tiere de À, les F,(P) tendent (et cela uniformément dans le champ 
de toutes les valeurs de X) vers les valeurs de leurs empreintes 
au point Q. Ce fait est une conséquence du lemme I. 

3° Le fait que si P' et P” sont deux points quelcon- 
ques de A (ou de sa frontière), les différences F,(P') — (P) 
sont des fonctions monotones de chacun des points P’ et P”, 
et par suite l'oscillation qui correspond à un trajet determine effec- 
tué par P, pour chaque fonction Æ,(P) est maximum lorsque ce 
trajet est effectué à partir d'un point de la frontière. 

On pourrait se contenter de ces indications: toutefois, MM. 
Philipp's et Wiener ont donné à cette démonstration une forme 
vraiment magistrale et que nous allons reproduire. 

Soit g(0) le maximum de f(Q’) —/(Q"') pour tous les cou- 
ples Q’, Q” de points de la frontière de 4, tels que | Q’ Q”! < ô. 
La fonction p(ô) sannule pour ô= Q, elle est continue et croît 
avec Ô. 


1) Le sens de la locution: empreinte d'une fonction ‘définie dans l'espace) 
sur un ensemble est suffisamment clair pour qu’il soit inutile d'insister. 
i 
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Cela posé, envisageons d'abord ce qui se passe exclusivement 
sur la frontière de A. Si Q’ et Q” sont deux noeuds de ê. on aura 


lQ) — FEQ”) < p(Q', Q”) 


si Q' et Q” ne sont pas noeuds de e, on considèrera le déplace- 
ment Q’ Q” comme la somme de plusienrs autres. l’un menant de 
Q' à Q (Fun des noeuds de la face contenant Q’) un second de 
Qi à Q; (un noeud de la face contenant Q”), enfin Q; Q”, et cela 
de manière que le trajet Q, Q; soit plus court que Q’ Q”; en no- 
tant que chacun des deux trajets extrêmes est lui-même décompo- 
sable suivant les arêtes du carré qui le contient, on trouve fina- 
lement. 
F(Q) — F < 2o QH pR Qi) + 
+ 2p(Q° Q") <Bp(Q' Q”); 


c'est la traduction analytique de légale continuité envisagée excelu- 
sivement sur la frontière de À 

Etendons — la maintenant à cette frontière et à son voisinage. 
Les valeurs d'une Fi, aux points de £,. s’obtiennent par une forme 
linéaire, à coefficients positifs et de somme égale à 1, 
des valeurs aux points de e,. Puisque F, est étendue aux autres 
points de À par interpolation plurilinéaire, cette forme d'expression 
de F, subsiste en tout point de A. Désignons maintenant par Q 
un point frontière, par P un point intérieur infiniment voisin. 
Appelons y un cube de centre Q, homothétique à ceux de nos 
réseaux: chaque fonction F, peut se mettre sous la forme Æ, + F7 
en appelant F, sa partie provenant des noeuds frontieres intérieurs 
a y, et Fi la partie provenant des noeuds extérieurs. Nous pou- 
vons alors ecrire 


F(P) — F(Q) = EP) — F(Q) + F (P) — F, (Q) 
d'où 

FP) — FAQ| < E(P) — KO + EP + 4 (Q)|- 

La fonction F;'(P) — F,(Q) sannule sur ey (e. à. d. sur 
l'ensemble des noeuds de e, extérieurs à y), done la borne supé- 
rieure de sa valeur absolue est atteinte sur la partie de la fonction 
de À intérieure à y. Cela posé. traçons un cube de centre Q et 
de côté 2PQ, homothétique à ceux du réseau, et prenons pour y 
le cube de côté 2” X 2PQ, homothétique et concentrique du pré- 

5% 
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cédent. Nous aurons, d'après le lemme I 
K(P)<(1—p)" max f(Q) 
Fx (© < (1 — p)" max |f(Q)| 
F (P) — F(Q) <5p(P Q) 
|F(P) - F(Q) <dp(FQ) + 2(1 — p)” max /(Q)| 


Notons alors que pour une valeur donnée de m, p est une fonction 
décroissante de PQ. et par suite que 1 — p est une fonction crois- 
sante. Lions maintenant m a PQ de maniere A avoir par exemple 


| zę! 
ginfi © PQ < gim 


d’où 


ce qui aura pour effet de faire tendre le côté du cube y vers zéro. 
Comme m croît indéfiniment avec l'inverse de PQ, il en résulte 
que (1 — p)” est a fortiori une fonction croisante, qui tend vers 
zéro avec, PQ, et cela, uniformément dans le champ de toutes les 
positions du point Q. On peut done écrire finalement 


| LEP) — F(Q) < p (P Q) 


p, ćtant une fonction croissante qui sannule avec P Q, ce qui tra 
duit analytiquement légale continuité sur la frontière de 4, étendue 
a son voisinage. 

Cela posé, si P’ et P” sont deux noeuds quelconques de £,. 
nous aurons, en vertu de la propriété de monotonie 


E(P) — EP") < pP" P”) 


Les autres cas se ramènent à celui-lù par une décomposition du 
deplacement P’ P” en déplacements partiels. qui nous conduit 
a reprendre un mode de raisonnement fait au début. On trouve 
ainsi 
PARIE FERI < Tę" P) 

ce qui traduit légale continuité en general. 

6. Lemme III. Toute fonction continue limite de 
la suite des F,(P) satisfait à une équation foctionnelle 
de la forme 


(2) aw T J F(M) P(M, P)da, 


(2) 
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où I est la surface dun octaedre régulier de centre P 
ayant ses diagonales orientées sulvantles directions 
principales du réseau, et dont l’ar&te est quelconque. 
a cete resriction près: suffisamment petite; la fonc- 
tion W(M, P) positive, satisfait a la relation 


ı = | Pu, P)do, 


Par ce lemme. nous nous ćcartons de la methode suivie par 
Philipp's et Wiener. Soit P un sommet d'un de nos róseaux. Con- 
siderons un domaine 4%, de centre P, constitué par des cubes 
du reseau en assemblage octoćdrique (c'est-a-dire tel que 
le système de ces cubes soit inscrit dans un octaćdre, disposé 
comme l'indique l'énoncé): nous avons représenté ci-contre l’assem- 
blage de carrés qui serait, en géométrie plane, lanalogue du pré- 

cedent assemblage. En résol- 
vaut dans ces conditions 


ARG Et (RB A particulières le pre-proble 
pr pro me 
DU a u MŚ KIM SĄ de Dirichlet, nous pourrons 


| calculer la valeur de F,(P) 
EG BA en fonction des valeurs 
prises par cette même quan- 


FA ZIEL ZAZIE EZ A | 
FRL gr Noma obiendeone wo 
R 
A forme linćaire dont les coef- 
ficients sonl positifs et ont 
FRE BR BE a Bu une somme égale a l'unité. 
BL TOR Fixons notre attention sur 
cette répartition de coeffi- 
cients, analogue à une répartition de masses, et considérons 
les polyèdres formés pareillement avec les réseaux d'ordre 
k+ 1, k+2,..., polyedres qui vont en se dilatant et sont 
inscrits dans le même octaedre. En passant à la limite, on 
obtient une distribution de masses positives qui correspond 
a une loi continue!) sur chaque face de l’octaecdre. De la, notre 


1) Nous n'vons pus obtenu de démonstration simple de ce fait: sa certi- 
tude n'est pas douteuse, cette loi limite est en effet donnée par la derivée nor- 
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lemme résulte alors d'une manière immédiate, grâce à la con- 
vergence uniforme de la suite partielle vers la fonction limite !). 

7. Lemme IV. Les fonctions F(P)tendent vers une 
fonction limite unique. 

En effet, admettons un instant [existence de deux fonctions 
limites F(P) et G(P) pour la suite des F,(P). Leur difference 
serait une solution de l'équation (2), qui d'aprćs les propriétés de 
W(M,P) serait monotone. En outre, elle serait comme F(P) et 
G(P) continue dans le domaine fermé 4, et enfin s’annulerait sur 
le bord. Elle serait donc identiquement nulle. 

8. Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème 
final: la limite de la suite des fonctions F,(P) est une fonction 
harmonique. En effet, cette fonction limite satisfait à l'équation 
fonctionnelle précédente. Or. dans cette équation fonctionnelle, on 
peut supposer que l’octaedre de centre P est infiniment petit. En 
outre, en considérant la différence 


F(P) — J F(M) W(M, P)do, 


et la divisant par la quatrième puissance de larćte de l’octaedre, 
on obtient, à un coefficient numérique près, un opérateur coïncidant 
avec le laplacien dans le champ des fonctions continues ainsi que leurs 
dérivées des deux premiers ordres Ne sachant pas si F(P) remplit 
cette condition, raisonnons directement sur cet opérateur, qui est un 
laplacien généralisé donnant zèro lorsqu'on l'applique à F(P). Cette 
fonction est d'ailleurs continue. En outre. moyennant cette nouvelle 
definition du laplacien, on montre très facilement que la formule 


p "Pu 
i ai Du 
(3) (P) J ni do 
entraine, sous la seule hypothèse de la continuité de @ 


male aux divers points de la surface de l'octaćdre, do lu fonction de Green 
évaluée avec lo pôle P. Mais uu point vuo logique, il est désirable qu'une 
démonstration autonome soit dornée. 

1) Il est clair, qu'en vertu de la continuité, la meme équation fonctionnelle 
sera encore satisfaite si P n'est pas un noeud d'un de nos réseaux. 
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Mais alors, nous trouvons réunies toutes les conditions requises 
pour permettre l'application d'un important lemme établi par M. S. 
Zaremba 1) et dont voici l'énoncé: 

Considérons une définition quelconque du laplacien, 
telle que (3) entraîne (4) sous la seule hypothèse de la continuité 
de 9, telle aussi que si la fonction dont on prend le laplacien pré- 
sente un maximum, on obtienne un résultat négatif ou nul (condi- 
tion immédiatement remplie)* Alors si une fonction continue 
possède un laplacien nul, elle est harmonique. 

Il est donc démontré que le problème de Dirichlet, pour un 
domaine. polycubique A, possède une solution et une seule, au sens 
classique, c’est-à-dire continue dans ce domaine et sur sa frontière 
et prenant sur cette dernière des valeurs donuées. Une première 
étape est ainsi franchie, et maintenant il va suffire d'opérer un 
prolongement fonctionnel pour atteindre le cas général. 

9. Cas d'imposibilitć du problème de Dirichlet au sens 
classique. — Avant de procéder à cette extensivn, il convient 
d'appeler l'attention sur des circonstances singulières qui se présen- 
tent dès qu'on veut résoudre le probleme de. Dirichlet pour des 
domaines un peu plus généraux-que ceux que nous venons d'envi- 
sager. L'exemple suivant dû a M. Henri Lebesgue (1913) montre 
que. même pour des domaines relativement simples, il n'y aura 
pas toujours de solution du problème de Dirichlet au sens classique. 

Sur un segment de droite 04, de longueur 1, répartissons des 
masses positives de maniere que la densité en uu point M de ce 
segment soit mesurée par le même nombre que la longueur OM. 
Les surfaces équipotentielles V= C qui correspondent à une 
valeur de Cœ 1 présentent "en (© un rebroussement dont la 


1) Contribution à l'étude d'une équation fonctionnelle de la physique, Itendic. 
a Palermo t. 14, 127. sum. 1905. Il serait souhaitable de donner une dómonstra- 
tion de ce lemme indépendante de l'hypothese de la resolubilite du probleme de 
Dirichlet pour un domaine de forme déterminée. Voici le principe de raisonnement 
de M. Zuremba: soit a une fonction continue et à laplacien nul au sens pré- 
cédent. lans la region de validite de nos hypothèses, prenons un domaine pour 
lequel le problème de Dirichlet puisse étro résolu: soit v la solution prenant sur 
la frontitre de ce domaine les mêmes valeurs que w. Soit w l'intégrale de la 
fonction de Green de ce domaine, étendue à son volume. Chacune des fonctions 
u—v+t w et v—u-+ tw a un laplacien (au sens convenu) égal a — 4n t?, 
d'où l'impossibilité d'un minimum dans le domaine. où nos fonctions sont >> Q, 


quel que soit £. Done v — u == 0 
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tangente est À O, tandis que celles qui correspondent à des valeurs 
de C moindres que i et de plus en plus petites se dilatent 

ve} progressivement et 
abandontent d’aille- 
urs le point O des 
que C cesse d'être 
égal à 1. La figure 
donne une idée de 
l’ensemble des sur- 
faces V = C. 

Cela posé, consi- 
dérons un domaine 
Q dont la frontière 
aux environs de O est formée par la surface V = 2, pour prendre 
à une certaine distance de O une forme quelconque: pour fixer 
les idées, ce sera par exemple un domaine délimité par la sur- 
face V= 2 dune part, par une sphère de centre O de l'autre 
(la figure met en évidence une coupe méridienne de ce domaine). 
Choisissons pour valeurs /(Q) sur la frontière Z de ce domaine 
celles que prend justement le potentiel V sur cette surface: notam 
ment, au voisinage de O, nous aurons la valeur V = 2 

Appliquons maintenant un lemme d'unicitć de M. Zaremba: 

Une fonction F(P) harmonique dans 4, continue 
dans 2+3— O et sannulant sur Z — O est identique- 
ment nulle si elle reste bornee') 

D'apres ce lemme, le problème de Dirichlet ne peut admettre 
de solution autre que V. Or, nou seulement cette fonction ne tend 
nullement vers 2 quand on tend vers le point O (elle ma aucune 
valeur limite déterminée en ce point), mais même on peut dire 
que sa valeur limite la plus probable est l'unité, puisqu'on 


1) Soit M lu borno supérieure de F(P)i dans Q: en chaque point P 
intérieur a QO, F(P) ost < a la solution du problème de Dirichlet extérieur, 
pour une sphere arbitrairement potite de centre (© avec une distribution de va- 
leurs égales a 9% on chaque point de cette sphere. I)'olt, en appelant e le rayon 
de cette sphere 


ON 


F(P))<GE* 


Donc on a rigoureusement F(P) =0. 
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lobtient en tendant vers O suivant une direction bien déterminée, 
pourvu que cette direction soit distincte de celle du segment por- 
tant la distribution. 

10. Existence de la solution du problème de Dirichlet 
généralisé. Dans l'exemple précédent, la fonction V(P) qui est 
le potentiel de notre segment de droite ne peut constituer, pour 
le domaine 2 qui a été défini, une solution du probleme de Di- 
richlet au sens classique. Mais, il est tentant de la considérer 
comme solution d’un problème de Dirichlet, à énoncé moins res- 
trictif, soit qu’on fasse l’une ou l’autre des remarques suivantes. 

10 La fonction V satisfait à toutes les conditions imposées 
a la solution du probleme de Dirichlet, sauf en O: et cette infrac- 
tion à nos exigences est vraiment faible pour que nous puissions, 
sans quelque sévérité, refuser a V le titre de solution. 

20 Il est évidemment possible de trouver une suite {@,} de do- 
maines tendant vers le domaine (2, pour chacun desquels la fron- 
tiere I, serait une surface assurant, pour le problème de Dirichlet 
classique relatif a 2, une solution et une seule. En prenant préci- 
sément sur Z, les valeurs acquises sur cette surface par V(P), la 
solution serait la fonction V(P) elle-même. Donc la fonction V(P) 
est lu limite dune suite de fonctions [ici toutes égales a V(P)] 
qui sont des solutions. Par continuité (au sens de l'analyse fonc- 
tionnelle) nous devons donc la considérer elle-même comme une 
solution. 

Au fond, nous revenons ici à l’idée initiale du prolongement 
fonctionnel. L’expose de ce numéro et celui du précédent ne sont 
d’ailleurs destinés quà faciliter la compréhension. Apres cette 
digression, nous allons faire connaître le théorème de M. Norbert 
Wiener (B) qui établit d'une manière tout à fait générale lexis- 
tence d’une solution pour le probleme de Dirichlet généralisé !). 


1) L'idée d'une fonction harmonique attachée a des valeurs frontières 
f(Q) est tres ancienne Pour quiconque est familier avec ces questions, il apparait 
qu'elle existe en germe dans le mémoire de Poincare d'Amer. Journ. of Math. 
(1890), exposant sa méthode du balayage, et chez les géomètres tels B. Levi et 
G. Fubini, qui a la suite des travaux d'Hilbert, se sont occupés du principe 
du minimum (voir Rendic. di Palermo. t. 22 et 23). Mais aucun de ces auteurs 
n'a étudié cette solution géñéralisé pour elle-même. Le premier pas décisif 
dans cette voie, dont nous apercevons aujourd’hui l'extrême importance, a öte 
magistralement accompli par M. Zaremba, qui a fait connaitre pour la premiere 
fois l'exposé de ses résultats au Congres de Rome de 1907. Son travail principal 
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On reconnaîtra de suite que cette solution est définie au moyen 
d'un prolongement fonctionnel par continuité. Notre démonstration 
sera différente de celle de M. Norbert Wiener: conformément au 
programme que nous avons tracé, elle élucidera d'abord le cas où 
les données f(Q) sur £ sont l'empreinte d'un polynôme sur cet 
ensemble, pour passer, par un nouveau prolongement, à des donnces 
continues quelconques. 

11. Le théorème de Norbert Wiener. Rappelons d'abord 
des leınmes fondamentaux, donnés par M. Henri Lebesgue dans son 
beau mémoire sur le probleme de Dirichlet 4: 

19 Etant donné un ensemble fermé Æ, on peut construire une 
fonction #(P) continue dans tout l’espace et se réduisant sur 2 
à une fonction continue /(Q) [en supposant toujours que È est 
situé tout entier à distance finie]. 

2° En outre, si Z est la frontière d’un domaine Q, on peut 
s'arranger de manière que la fonction (P) soit monotone 
à l'intérieur de ce domaine, c’est-à-dire que dans chaque domaine 
fermé intérieur à Q, la fonction (7) ait même borne supérieure 
dans l’ensemble de ce domaine partiel et sur sa frontière; et aussi, 
même borne inférieure. 

Cela posé, voici maiutenant l'énoncé du théorème de M. Nor- 
bert Wiener: 

Soit le domaine ouvert Q, à distance finie, de 
frontière 3. Soit /(Q) une fonetion continue donnée 
sur Z Construisons une AP) continue dans Q> et 
se réduisant à /(Q) sur 5. Considérons Q comme la 
limite dune suite de domaines Q,, Q,,... se dilatant 
progressivement (comme en fournit par exemple, l'artifice des 
réseaux), et pour chacun desquels le probleme de Di- 
richlet possède une solution au sens classique (ce qui 
justement a lieu dans le cas cité) Calculons cette solution 
en prenant pour valeurs sur la frontière de chaque Q, 


sur ce sujot est publié dans le Bulletin do l’Academio des Sciences de Cracovie, 
1910. Jusqu'au moment où M. Norbert Wiener u publié son mémoire B. l'exposé 
précédent de M, Zaremba marquait lo stade le plus élové atteint dans l'étude du 
principe de Dirichlet. 1l fuit époque, dans l'histoire de cos questions, au meme 
titre que le mémoire de Poincaré sur la methode du balayage, uu même titre 
aussi que le mémoire de M. Henri Lebesque, de 1907, (voir ci-dessous). 

1) endic. a Palermo, t. 24, 1907. 2° semestre. 
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celles quy prend #(P). Nous obtenons ainsi une suite 
{F,(P)} de fonctions harmoniques. Cette suite possede 
Justement une limite, indépendante du choix de #(P) 
et des domaines d’approximation: cette limite, néces- 
sairement harmonique?)estpar définitionlasolution 
du probleme de Dirichlet généralisé soit F(P): 

Remarquons d’abord que si l’on prend f(Q)= 0, l'indépen- 
dance de la fonction limite vis à vis du choix de AP) et des 
domaines approchés 42, est évidente: en effet, F(P) est uniformé- 
ment continue, donc à tout € positif, on peut faire correspondre 
un résean assez resserré pour que dans l'ensemble y des cubes de 
ce réseau contenant des points de £, on ait F(P) < e. Puisque les 
Q, tendent vers 2, on peut prendre K assez grand pour que 2, soit 
enclose dans y. On aura des lors |F„(P) < e, ce qui établit rigou- 
reusement que les F, tendent vers zéro, indépendamment des 
éléments laissés arbitraires. 

Il sensuit qu'en général.’ les propriétés limites de la suite 
des l, ne dépendent pas de ces éléments, nous pouvons done 
choisir à notre gré une 6(P) continue dans Q + Net se réduisant 
sur © à /((), ainsi que la suite des Q,, pourvu qu’elle tende 
vers Q. 

Etudions alors le cas où #(P) est un polynôme. D'après une 
remarque d'Henri Poincaré (donnee par lui à l'occasion de sa 
méthode du balayage) tout polynome peut. dans une région finie 
de l'espace, être regardé comme la différence de deux polynomes 
à laplacien 2 0. A cause du caractére linéaire du problème, nous 
pouvons nous contenter d'examiner le cas ou il en est ainsi pour 
F(P). Alors, on voit immédiatement que les £/'„(P)) forment une 
suite croissante (et d'ailleurs bornée). Donc, d'aprés le théorème 
d’Harnack, elles tendent (et cela uniformément dans tout Q’ inté- 
rieur à Q) vers une fonction harmonique limite F\P). 


—— m — 


1) Nous avons une suite de fonctions harmoniques qui sont ınanifestement 
bornćcs dans leur ensemble. Or toute famille bornee de fonctions harmoniques 
possede legale continuite, comme cela résulte uisóment des propriétés de 
l'intégrale de Poisson (resuliat signule par Osgood et Montel. notamment, avant 
1907). Si donc une suite de fonctions harmoniques a une fonction limite dans Q, 
cette limite scra nécessairement continue et atteinte uniformément dans 
tout Q’ intériour a Q. Prenons Q’ sphérique: les Fw y sont représentés par 
leur intégrale de Poisson. En vertu de lì convergence uniforme, il en est de 
même de la fonction limite, qui est donc aussi harmonique. 
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Le theoreme de N. Norbert Wiener est vrai dans le champ 
des fonctions #(P) qui sont des polynómes. En outre, dans le 
champ de ces fonctions, Pinégalité 


(5) £F(0)—F'0)|<e 


entraîne pour les solutions correspondantes F’(P) et F"(P) du 
problème de Dirichlet généralisé 


(6) (E(P) — RENE 


et cela en vertu de la possibilité d'associer aux données /(Q) = 
=/f'(Q—/"'(Q9) une #(P) monotone (2° lemme de Lebesgue). 
De cette remarque, et du théorème de Weierstrass sur la possi- 
bilité d'approcher d’une fonction continue quelconque, dans une 
région finie de l’espace, par une suite de polynômes tendant uni- 
formément vers cette fonction, il résulte que le théorème de M. 
Norbert Wiener est complètement général 

Remarquons encore que l'inégalité (5) entraînera toujours 
l'inégalité (6). 

12. Propriétés de la solution du problème de Dirichlet 
généralisé. Supposons qu'il existe une fonction harmonique dans Q, 
continue dans Q + 3 et prenant les valeurs /(()) sur Z. Nous pouvons 
prendre pour #(P) cette fonction. Il est clair qu'alors, toutes les 
F,(P) lui sont égales. Donc cette fonction sera manifestement la 
solution F(P) du problème de Dirichlet généralisé. 

On peut aussi démontrer une propriété d’inegalite: 

Soit une fonction g(P) continue dans ©, possédant en cha- 
que point de 2 un laplacien négatif ou nul [ce qu’on exprime en 
disant que g(P) est sur-harmonique ou harmonique!) et telle 
qu'en chaque point Q de £, sa plus petite limite q(Q) satisfasse 
a la condition 


(7) p(9) > MP). 


En désignant toujours par F(P) la solution attachée aux 
valeurs f(Q) sur 3, on a 


(8) p(P) > FP). 


1) De la il résulte que la valeur de la fonction au centre d'une sphère 
surpasse la moyenne de ses valeurs sur la sphere. 


. 77 


En effet, il est possible, en vertu de l'hypothèse (7) de trouver 
une #(P) telle que 
PP, > AP). 


Formors, relativement aux Q,, la suite de Wiener pour chacune 
des fonctions p et Æ Nous aurons 


p(P) > F,(P). 


Or les p, vont en décroissant et tendent vers une limite <., g(P). 
On a donc bien l'inégalité (8). Nous dirons avec M. Oscar Perron!) 
que g(P) est une fonction supérieure relative aux données 
frontieres f(Q) si elle est surharmonique (au sens large) et satisfait 
à la conditon (7). Le théorème précédent peut encore s'ćnoncer ainsi: 

Toute fonction snpérieure relative à f(Q) est su- 
périeure ou égale à la solution correspondante du 
problème de Dirichlet généralisé. 

Il est superflu d’énoncer la contre partie, relative aux fonc- 
tions inférieures de f(Q). Notons maintenant que la difference. 


p(F) — EP) 


est surharmonique (sens large et que sa plus petite limite sur la frontiere 
est positive ou nulle en chaque point: c’est donc une fonction supé- 
rieure pour la valeur zéro sur le bord. Il est clair qu'on peut former 
de telles fonctions qui soient partout inférieures à € positif, il suffit 
de prendre un potentiel de masses positives de densité spatiale 
partout inférieure à un 7 assez petit. Nous pouvons done énoncer 
le théorème suivant, ou théorème de Perron et Wiener?) 

La solution du problème de Dirichlet généralisé 
est la borne inférieure de toutes les fonctivns supé- 
rieures et la borne supérieure de toutes les fonctions 
inférieures relatives aux données f(Q). 

13 Propositions de première et de seconde espèces. Le 
théorème d’existence de M. Norbert Wiener (n° 11) et le theoreme 
de Perron et Wiener sont des propositions valąbles sans restriction 
a la généralité de la frontière Z. De telles restrictions sont cepen- 


1) Eine neue Behandlung der erste Randwertaufgabe für 4, —0 (Math, 
Zeitschrifft, vol 18, 1924). 

1) Le théorème a été établi par M, Wiener (D), a la faveur des concepts 
de M. Perron. 
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dant indispensables si l’on veut mettre en relation les propriétés 
limites de la solution F(P) du problème de Dirichlet genéralisé, 
lorsque P tend vers un point Q de £, avec la fonction /(Q) 
donnée sur Z. C'est ce que montre immédiatement l’exemple sui- 
vant: supposons que Q soit constitué pas les points intérieurs à une 
sphere de centre O. moins ceux qui sont situés sur un certain 
segment OA. Une fonction harmonique dans Q. attachée aux 
valeurs f(Q) sur la sphere et /,(Q) sur OA coincide toujours, quelle 
que soit la fonction boritće /,(Q)), avec la fonction harmonique 
dans toute la sphère et prenant les valeurs f(Q) sur sa surface. Il 
ne peut donc exister aucune relation entre les propriétés limites 
aux points de OA de cette fonction #(P) et les valeurs /,(Q). 
L'ensemble des points de OA, qui fuit partie de la frontière du 
domaine Q est un ensemble impropre à porter (eflicacement) 
des données de Dirichlet, ou en abrégé, un ensemble impropre. 

Nous appellerons propositions de seconde espèce celles qui 
marquent la dépendance entre /(Q) et les propriétés limites de la 
solution correspondante du problème de Dirichlet généralisé sur la 
frontière. Il est clair que ces propositions ne sont valables que 
pour les fronticres débarrassés d'ensembles impropres. 

11. Ensembles impropres. Capacité. Il s’agit maintenant de 
préciser la notion des ensembles impropres. Partons d'un 
domaine Q, de frontière 3, dans les hypothèses générales du n° 11. 
Soit À un point intérieur au domaine Q. Nous pouvons définir, en 
vertu du n° 11, la fonction de Green G(A ,P), dans un sens géné- 
ralisć !) Considérons les domaines A defims par lu condition 
G(4, P)> À où A est un nombre positif, Ils se dilatent au fur et 
à mesure que À decroit. Il peut arriver que la région A, comprenne 
à partir d'un certain moment, un sous-ensemble de la frontière 2, soit 
o, qui ne pourra décroitre lorsqu'on fera deeröitre 4. Sur cet ensemble o;,, 
la fonction @(A, P) ne cesse pas d’être harmonique. Designons par o 
la limite des ensembles a; lorsque 4 tend verszćro Tout ensemble 
fermé o, intérieur à o constitue, par définition, une partieimpropre 
de la frontière 3. La fonction de Green y est attachée 
indifféremment aux valeurs O ou G(4, Q), ou encore à tout ensemble 


1) L'existence de cette fonction de Green, au mogen du théorème d'Har- 
nack, est immédiate: c'est même nn résultat beaucoup moins caché que l'existence 
de la solution du problème de Dirichlet générulisé. Nous l'avions indiqué des 
1919, C. R Ac. Sc. Paris, t. 169, p. 763 et suivantes). 
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de valenrs intermédiaires, et par suite en vertu du caractćre liné- 
aire du problème, à tout ensemble arbitraire de valeurs bornées. 
Il est donc indiqué de remplacer dans nos raisonnements le do- 
maine Q de frontière X par le domaine ouvert Q Ho de frontière 
2 — 05. 

Il faut observer que la notion d'ensemble impropre est une 
notion intrinsèque: antrement dit, le fait que o, est une por. 
tion impropre de la frontière © n'est nullement special à celle-ci. 
En effet, remarquons d'abord que la notion de fonction de Green 
a un sens parfaitement clair, qu'il s'agisse d'un domaine fini ou 
d'un domaine infiini?). Cela posé, considérons un domaine infini 
ouvert, composé de tous les points de l’espace à l'exclusion des 
points de l’ensemble ø. La fonction de Green pour un tel 
domaine G(4,P) |définie par |'harmonicitć, par la présence en A 


I i ma 1 
d'une singularitć ayant pour partie principale 4 p Par l’&vanouisse- 


ment à l'infini, et par le fait que la fonction est attachée à la 
valeur zéro sur 0,] surpasse la fonction de Green de Q. On en 
conclut que pour ce nouveau domaine, l'ensemble o, (qui constitue 
la frontiere tout entière) est encore un ensemble impropre. 

La notion d'ensemble impropre est donc exempte de tout 
caractère relatif à une frontière & dont o, serait un sous-ensemble. 

15. Nous allons maintenant exprimer, sous forme physique, 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble soit im- 
propre. À cet effet, notons d'abord la possibilité de définir la solu- 
tion généralisée du problème de Dirichlet extérieur. Raisonnons, pour 
fixer les idées, dans l’espace a trois dimensions. Cousidérons une 
sphere s, et un ensemble fermé e de points intérieurs a s,: soit Z 
son sous-ensemble frontière, forme aussi de points intérieurs à la 
sphere. En enlevant de la sphere l’ensemble e, nous obtenons un 
domaine ouvert. Resolvons le problème de Dirichlet pour ce domaine, 
avec des valeurs positives (ou nulles) f(Q) sur 3, et la valeur zéro 
sur la sphère sọ D'après le théorème de M. Norbert Wiener, il 
y a une solution et une seule. Faisons maintenant croître indéfini- 


') L'existence de cette fonction de Green au moyen du théorème d'Har- 
nack, est immédiate: c'est même un résultat boaucoup moins caché que l'existence 
de la solution du probleme de Dirichlet généralisé. Nous l'avions indiqué des 
1919, C. R. Ac. Se, Paris, t. 169, p. 763 et suivantes), 
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ment le rayon de la sphère: la valeur en chaque point P de la 
solution précédente va en décroissant. Nous aurons donc, d'apres 
le théorème d'Harnack, une fonction harmonique limite F(P); cette 
fonction sóvanouit a linfini, pour la raison suivante: soit 
ON le maximum de F(P) sur la sphere s, initiale, la fonction 
harmonique qui prend la valeur 27 sur cette sphère et la valeur 
zero sur une sphère concentrique extérieure de rayon A tend lors- 


sk f MR f 
ue R eröit indéfiniment. vers la fonction ———-9, qui estévanescente 
q w 4 q 


à linfini. Donc la même propriété appartient a fortiori à F(P)'). 
La solution du problème de Dirichlet extérieur est donc obtenue 
dans le cas particulier où l’on a /(Q)> 0. Pour passer a une dis- 
tribution continue quelconque /(Q), il suffit alors de savoir traiter 
le cas particulier où f(Q)= 1, lequel rentre justement dans celui 
que nous venons de traiter. 

Ce cas particulier correspond au problème généralisé de la 
distribution de l'électricité en équilibre sur la tontiere I de l'en- 
semble fermé e (supposé bon conducteur). Pour que l’ensemble È 
soit impropre, il faut et il suffit que le potentiel qui résout ce 
problème généralisé soit identiquement nul. Ceci ne peut avoir 
heu que si À =e, c’est-à-dire, si l'ensemble fermé e ne contient pas 
de points intérieurs. Ce n'est la d’ailleurs, qu'une condition néces- 
saire, comme on le voit en remarquant qu'il existe une distribution 
de lélectricité, correspondant à un potentiel d'équilibre non nul, sur 
un disque circulaire 

16. Pour traduire la condition nécessaire et suffisante d'im- 
propriété d'un ensemble, nous allons définir d'une manière générale 
la notion de capacité électrostutique dont M. Norbert 
Wiener (B) a inauguré l'emploi dans des questions analogues. 
Toutefois, nous adopterons une definition un peu différente (bien 
qu'au fond équivalente). Ici encore, nous aurous recours à l'idée 
du prolongement fonctionnel. Soit d'abord un système de conduc- 
teurs pour lequel le problème de Robin (recherche de l’éléctricité en 
équilibre, avec le potentiel 1 pour chaque conducteur) est résoluble 
uu sens classique. Désignons par ọ la densité électrostatique en 


1) I] est clair que ce meine raisonnement s'applique dans les espaces à plus 
de trois dimonsions. En revanche, il cesse d'être valable en géométrie plune, parce 
que la solution fondamentale — log r n'est plus óvanescente a l'infini. 
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chaque point. Le potentiel d’equilibre est encore 


LS 
ar 


l'intégration étant étendue à l’ensemble des surfaces extérieures des 
conducteurs. Ce résultat n’est applicable que moyennant des hypo- 
thèses précises sur ces surfaces (par exemple, le fait qu’elles sont 
à courbures bornées). En réalité, ceci n'est pas gênant, en vertu 
de la possibilité d’approcher, au moyen de telles surfaces, de tout 
ensemble 3. La capacité électrostatique de 2 sera par 
définition | 
C= lim fes do, = lim (capacité de £, 
pz Æ =00 

en désignant par Z, un système d'un nombre fini de surfaces 
fermées (conductrices), tel que la région extérieure à Z, comprenne 
au moins tous les points de la région extérieure à Ż,_,. Dans ces 
conditions, on a nécessairement entre les distributions en équilibre 
sur ces surfaces la relation 


je Vado. > Je PR 


2x 1 


En effet, le potentiel V,(P) a pour partie principale, lorsque P 
s'éloigne indéfiniment d'un point fixe O 


Qu dow 
2x 
ER 
De même, la partie principale de V,_,(P) s'exprime par un rapport 
analogue. Or, d'une part, la différence V,_,(P) —V,(P) est partout 
> 0, d'autre part si nous supposons que Èx n'a aucun point com- 
mon avec >, za il est facile de voir que V,_, — Vr est non nul et 


de l'ordre de - p Donc on a nécessairement 


1) Par exemple, prenons deux spheres concentriques, de rayons R et R’: 


pour l'une 


. + +... È 3 
le potentiel d'équilibre, prenant la valeur 1 sur la sphère sera OP 


U 


jp Pouf l’autre. La dlfférence est bien de l’ordre de BER 


OP 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 6 


et 


S2 


J Re 0 do, 


2x1 


relation qui exprime que les capacités successives des 3, vont en 
décroissant. Comme elles sont positives, la limite que nous avons 
désignée par C existe, et nous pourrons désornais, considérer 
comme acquise la notion de capacité de tout ensemble frontière 
(fermé). 

17. Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème 
suivant: 

Pour qu'un ensemble soit impropre, il faut et il 
suffit que sa capacité soit nulle. 

La condition est nécessaire: en effet, soit o un ensemble im- 
propre; enserrons-le de plus en plus étroitement par une suite de 
frontières Z, pour lesquelles le problème de la distribution électro- 
statique soit résoluble au sens classique, au moyen d'une couche 
de densité gl”. Soit P un point fixe de l'espace, extérieur à tous 
les Z, (pour K > K,). La suite des {W,(P)} tend vers zéro. Il en 
est done de même de la suite des capacités des Sx. Donc par 
définition, la capacité de o est nulle. 

Réciproquement, si la capacité de o est nulle, la suite des 
capacités des I, tend vers zéro donc les potentiels V,(P) ten- 
dent vers zéro. L'ensemble o est done impropre (C. Q. F. D.) 

Le théorème précédent est fondamental. Il montre que les 
ensembles de capacité nulle jouent, dans le problème de Dirichlet, 
le même rôle que les ensembles de mesure nulle dans le problème 
de l'intégration, en ce sens que dans l’un et l’autre probleme, les 
données portées par de tels ensembles peuvent être arbitrairement 
altérées sans que la solution sen trouve modifiée (en maintenant 
ces données bornees). En outre notre exposé montre comment la 
notiou de capacité s'introduit d'une manière naturelle dans ces 
questions. 

18. Théorème de seconde espèce concernant la fonction 
de Green. Il existe une fonction (r(A,P) et une seule, 


1 
telle que la difference PER G(A, P) soit harmonique 


dans Q, et telle que la plus petite limite de G(4, P) en 
Ste point Q de la frontière Z, supposée réduite 
(exempte d’ensembles impropres) soit nulle. Cette fonction 
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est précisément la fonction de Green du problème 
de Dirichlet généralisé. 

En effet, montrons d'abord que la fonction de Green G(4, P) 
jouit bien de la propriété limite en question. Puisque © est débar- 
rassée d'ensembles impropres, le domaine ouvert 4, défini 
par l'inégalité G(4, P) > À (> 0) ne contiendra jamais de points 
de 2, D'ailleurs ce domaine est délimité par une surface analytique, 
qui est réguliere sauf sur un certain système de points ou d’arêtes 
distribuées sur Z. Sa fonction de ‚Green est done G(4, P) — A. 
Lorsque 4 tend vers zéro. le domaine 4, tend en se dilatant vers 
un domaine formé de points de Q dont la fonction de Green est 
G(A, P) et dont la frontière est formée de points exclus de tous 
les 4,. Ce domaine ouvert limite est nécessairement Q; car sil 
était plus restreint, il aurait une fonction de Green différente 
de G(4, P)!). Donc chaque point Q de Z est limite de points tels 
que (A, P) soit égale à une quantité arbitrairement petite e. On a 
donc bien 


G(4, ©) =0. 


Demontrons maintenant la proposition dunicitć. Posons 


1 
gp: G(A, P)= HA P). 
Tout revient à montrer qu'il existe dans Q une seule fonction 
harmonique H(4,F) telle que l'on ait 


(3) H(4, Q}= 40 


en chaque point 4 de la frontière Z Supposons qu'il existe une 
autre fonction harmonique H'(4. P) remplissant la même condition. 


La fonction H(4, P) est attachée aux valeurs . Donc, en vertu 


AQ 


d'une proposition établie au n°12, nous avons 


H(4,P)> H'(A, P) 

1) Ce fait ost analogue au suivant: soit la portion de l'espaco extérieure 
à une sphere, même tres petite: je puis calculer la fonction de Green. J'ajoute 
cette sphère au domaine, de manière à retrouver tout l'espace. La fonction de 
Green s'accroit. 


6* 


G(4 P)< G'(4, P). 


Donc l’ensemble des points du domaine Q où l’on a G'(4.P)>e 
contient le domaine ouvert À, et par suite tend vers Q lorsque € 
tend vers zero. Sa fonction de Green G'(4,P)—e tend done 
necessairement vers G(4, P). Done 


G'(A, P) = G(A, P) (C. Q. F. D. 


Remarques. I. Nous avons fait ici état d'une proposition 
non établie explicitement, relative aux domaines dont la frontière 
est une surface analytique en ses points intérieurs à Q présentant 
certaines singularités réparties sur Z. Pour un domaine de cette 
espèce, on peut évidemment choisir des domaines approchés dont 
la frontière coïncide avec celle du domaine lui-même, sauf au 
voisinage des pointes ou arêtes qui seront évitées pur des rondelles 
ou bandelettes de raccord. La fonction de Green généralisée est 
alors caractérisée par ses proprietés habituelles et par la pro- 
priété limite desannuler surla frontière du domaine, 
sauf peut-étre aux points singuliers de celle-ci. Cela 
s'établit sans difficulté (voyez F, mai et juiu 1924), aussi bien 
qu'un theoreme analogue relatif, dans les mêmes conditions, a la 
solution du problème de Dirichlet. C'est grâce a ce théorème que 
nous avous pu affirmer que la fonction de Green de 4, est 
G(4, P) — 4. | 

II. Si la frontière Z est débarrassée d'ensembles impropres, 
il est clair que tous ses points ne peuvent appartenir à la fron- 
tiere de 4,. 

19. Nous completerons le théorème du numéro 18 en établis- 
sant maintenant la proposition suivante: 

Soit une suite de points {Pe tendant vers le 
point Q de Z (exempte d'ensembles impropres), pour laquelle 
la suite des valeurs {G(A, P,)} tend vers zéro. Il en sera 
encore ainsi si, conservant la suite des points Py, on 
substitue au point A tout autre point A’ (appartenant 
aussi a (2). 

En effet soit M nn point pouvant occuper 4 l’intérieur du 
domaine Q une position quelconque. La suite des {G(M. P,)} est 
une suite de fonctions harmoniques du point M, qui partout dans @, 


89 


sont 0. Or quand M est confondu avec 4, le terme général 
de cette suite tend vers zéro. Donc la moyenne des valeurs des 
(G(M, Pa) à l'intérieur d'une sphere de centre A!) tend vers zéro. 
On en déduit aisément que la suite {G(M, P,)) tend vers zéro pour 
toute position de M, intérieure à cette sphère?) puis en étendant 
ce résultat de proche gn proche, pour toute position de ce point 
a l’intérieur de Q. (C. Q. F. D.). 

20. Résolution du problème de Dirichlet pour l'équation 
AU = y(P). Soit le domaine (2, de frontière Z et soit f(Q) une 
distribution continue de valeurs sur Z. Puisque nous avons défini 
pour le problème de Dirichlet, relatif a l'équation AU = 0, la so- 
lution généralisée attachée aux valeurs f(Q, sur Z, il nous suffit, 
pour l'équation AU=y(P) de définir la solution attachée à la 
valeur zéro sur ©. Mais il est clair que cette solution se présente 
comme le prolongement fonctionnel par continuité de la solution 
du même probleme lorsque celui ci est résoluble au sens classique. 
Son expression est donc nécessairement 


1 
À f Y(M) G(M, P) do, 
o 


G (M, P) désignant la fonction de Green du problème de Dirichlet 
généralisé pour le domaine Q. 

Supposons maintenant que la frontière 3 soit debarrassee d'en- 
sembles impropres. Alors d'après la proposition du n° 19. on peut 
à chaque point Q, associer une suite de points {P,} tendant vers Q 
et telle que {G(M, P)} tende vers zéro quelque soit le point M. Il 
s'ensuit que l'intégrale précédente tendra aussi vers zéro. Donc, si 
la trontière est débarrassée des ensembles impropres, la valeur 
zéro est, en chaque point Q, l'une des valeurs limites pour la solu- 
tion du problème de Dirichlet relative à 4U = y et attachée à la 
valeur zéro sur Z. Si la fonction W{(M) est partout S 0. alors la 
valeur zero est la plus petite limite de cette solution. 

Reciproquement, moyennant l'hypothèse w< 0, 
il n'existe qu'une solution de 

!) Nous prenons ici le théorème de la moyenne, relatif aux fonctions har- 
monigues, non sous la forme de Gauss (invariance d'une fonction harmonique 
par une médiation sur la surface d'nne sphère, mais sous la forme de M, Zaremba 
(iuvariance par médiation dans son volume), 

3) Eu effet, la suite des G(M, Pyg) posséde l'égale continuité 
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AU = y 


dont la plus petite limite en chaque point de Z soit 
nulle: c'est l'intégrale précédente. 

En effet, désignons la valeur de cette intégrale par U(P) et 
admettons un instant l'existence d'une autre solution V(P) telle 
qu'on ait. en chaque point Q de 2. 


F(Q)= 0. 


Comme U(P) est attachée à la valeur zéro, il en résulte que lon 
a U(P) ZY(P). Soit e un nombre positif tendant vers zéro. Consi- 
dérons le domaine ouvert D, défini par la condition U(P) > e. 
Pour ce domaine, la solution de AU = w, attachée a la valeur zero 
sur le bord est justement U(P) — e. De même, pour le domaine D; 
défini par V(P) > e, la solution du même probleme sera V(P) — e. 
Or, tout point de D, appartient à D;. Quand e tend vers zéro, D, 
tend vers Q. Il en est donc de même de D4 et par suite, la fonc- 
tion V(P) —e tend vers U(P), et l’on a bien U(P) =V(P). 

21. Application aux proprietés limites de la solution du 
problème de Dirichlet pour 4U = 0. Nous allons restreindre un 
instant la généralité du champ fonctionnel f(Q) en considérant 
seulement celles de ses fonctions qui sont l'empreinte sur X d'une 
fonction (P) continue dans Q- 5, ayant en chaque point 
de Q un laplacien et telle que l'intégrale 


f agar GM, P) do, 
U 


ait un sens. Moyennant ces hypothéses, la solution du problème 
de Dirichlet généralisé pour lequation AU =0 et pour les valeurs 
particulières /(Q) considérées sera donnée par la formule 


Mr TER 
F(P) = GP) + 3 [EU M) G(M, P) do, 
Q 


qui s'établit en passant par l'intermédiaire des domaines Q, et fai- 
sant croître K iudéfiniment. On en déduit iminédiatement les thé- 
orèmes suivants, qui en outre des hypothèses précédentes, suppo- 
sent toujours qne X soit débarrassée d’ensembles impropres: 
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1° À chaque point Q de 3, on peut toujours faire corres- 
pondre une suite de points {P,} faisant tendre la solution F(P) 
vers f(Q). Les suites possédant cette propriété sont indépendantes 
du choix de f(Q) dans notre Champ fonctionnel restreint, car ce 
sont celles qui assurent à G(M, P) la valeur limite zero. 

20 Si la fonction AJ est toujours 0, alors f(Q) sera en 
chaque point Q de S la plus grande limite de #(P) De la réci- 
proque établie à la fin du n°20, il résulte de plus que cette pro- 
priété limite détermine entierement F(P). On a des théorèmes 
anologues en supposant AF>0 et en remplaçant plus grande 
limite par plus petite limite. 

De ces deux groupes de propositions, nous allons maintenant 
montrer que le premier est complètement général, dans le champ 
des fonctions /(Q) continues sur Z. Avec précision, soit une 
suite de points {P} tendant vers le point Q et pour 
laquelle la fonction de Green tend vers zéro. Je dis que 
pour cette suite de points, les valeurs de la solution 
F(P) du problème de Dirichletgénéralisé tendentvers/(0). 
En effet, soit #(P) une fonction continue dans Q + £ et se rédui 
sant à f(Q) sur ©. Approchons uniformément de AP) dans Q + Z 
par une suite de polynömes {#(P)}. Nous aurons évidemment 


FF) — S (Q) S| F (Pr) — F(P,) + FR) — A) + 
+170) —J(0) |; 


où f, désigne les valeurs prises par # sur S, F la solution corres- 
pondante du problème de Dirichlet généralisé. Je dis qu'à tout e 
positif. on peut faire correspondre un entier X, tel que l'inégalité 
K> K, entraîne F(P,) — f(Q) <e. Pour le montrer, utilisons 
l’inégalité précédente. Commençons par déterminer ż de manière que 


Pon ait daus Q + 5 
E 


FP) "u ACP) < 3 
d'ou 
MQ) — IQ) <3 


et par suile 


F(P) — F(P)| < 3 


quel que soit P dans R + 2. Les deux termes extrêmes du second 
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. € € 
membre de notre inégalité étant ainsi rendus moindres que z, et la 


valeur numérique de ¿i se trouvant fixée, nous pouvons, (d’après le 
théoreme établi pour un champ fonctionnel restreint), choisir K 
assez grand pour que le terme du milieu Æ,(P,) — /,(Q)| devienne 
moindre que z Le théorème est donc établi 

22. Points réguliers points irréguliers. On appelle points 
réguliers!) les points Q de £ où la solution F(P) du pro- 
blème de Dirichlet généralisé tend vers f(Q) lorsque P tend d'une 
manière quelconque vers le point Q. Les points Q, où les proprietés 
limites de la suite des F(P,„) [en appelant toujours {Px} une suite 
de points tendant vers (| sont liées au choix de la suite des Px 
sont appelés points irréguliers. 

Nous venons d'établir que toute suite {P,} faisant tendre la 
fonction de Green vers zéro fait tendre la solution F(P) vers f(Q). 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant: 

Pour qu'un point Q de £ soit régulier, il faut et 
il suffit que la fonction de Green G(A,P) tende vers 
zéro lorsque P tend dune manière quelconque vers 
le point Q3). 

D’après la proposition du m? 19, le choix de A est d'ailleurs 
indifférent. 

23. Caractère local de la notion de point régulier et cri- 
tères de régularité. Nous venons de faire connaître un critère 
de régularité, qui ultérieurement, nous sera très utile. Toutefois son 
énoncé ne met pas en évidence, d'une maniêre immédiate, ce fait 
que le caractère régulier d'un point de la frontière 
est une propriété purement locale. 

Il est facile d’enuncer un nouveau critère mettant cette pro- 
priété en évidence: 

Pour qu'un point Q, de & soit régulier, il faut et 
il suffit qu'on puisse trouver, dans la portion © de Q 
intérieure à une sphère de centre Q, et de rayon ọ 


1) Cette dénomination a été introduite par M. Henri Lebesguo dans son 
bel article des C. R. de l'Ac. des Sciences de Paris (tome 178, p. 349, 21 jan- 
vier 1924) que nous appellerons ultérieurement mémoire G. 

3) Nous avons fait connaitre pour la premiere fois ce théoreme dans notre 
note aux C. R. de l’Ac. des Sciences de Paris du 23 mars 1924, 
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une fonction harmonique H(P) qui soit positive ou 
nulle (mais non =0) dans Q, et qui tende vers zéro 
lorsque le point Ptend vers Q, suivant une loi arbi- 
traire !). 

Il nous suffit de montrer que la condition est suffisante, sa 
nécessité résultant immédiatement des propriétés de G(A, P). 

Considérons la fonction H(P)>> 0 qui tend vers zéro avec la 
distance PQ,. Soit toujours F(P) la fonction harmonique attachée 
aux valeurs /(Q). A tout e positif, nous pouvons faire correspondre 
un @ positif, tel qu’en appelant 2, la portion de X intérieure à la 
sphère de rayon ọ, de centre Q, on puisse trouver sur Ż une 
nouvelle fonction continue /,(Q) remplissant les conditions sui- 
vantes: 

19 On a, sur X — 2,, 
f(Q) = AQ): 
2°"sur,à 

a= (Ro); 
30 sur X, 


1(Q—/(Q) < e. 


Soit F (P) la fonction harmonique attachée à /,(Q). Nous 
aurons: 


F(P) — ADEE) — F,(P) + F,(P) =f (05) 
et par suite 
F(P) — f(Q) EF FP) — AQ). 


Or la fonction F,(P) — /(Q,) est attachée a la valeur zero 
sur Z, et reste bornée sur la portion o de la sphère de rayon g 
intérieure a Q. Pour montrer qu'elle peut être rendue arbitraire- 
ment petite, en même temps que la distance PQ, il suffit done 
d'établir le résultat suivant: 

Chaque fonction harmonique 0 dans Q, atta- 
chée à la valeur zéro sur 2,, et au plus égale à | sur 
l'aire ø (portion de la sphère de rayon @ intérieure à @) tend 
vers zéro lorsque P tend vers Q, dans les conditions 
indiquées. 


1) Cette forme de critère est celle que nous avons donnée dés nos premie- 
tes recherches sur ce sujet Z,F). Voir dans G une forme trés voisine due 
x M. Lebesgue. 
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En effet, considérons H(P). Enlevons du domaine sphérique o 
un voisinage de sa frontière daire < € X 4no?. Soit w le mini- 
mum (non nul) de H(P) dans le domaine restant. En vertu du 
théorème de la moyenne de Gauss et d’inégalités évidentes, la 
fonction 

H(P) 
€ + AŻ 
surpasse en chaque point de ©. toute fonction harmonique attachée 
a la valeur zéro sur 2, et au plus égale à l'unité sur c. Notre 
dernier énoncé en résulte. (C. Q. F. D.). 

Il est ainsi établi que le caractere régulier ou irrégulier d'un 
point de la frontière est purement local. En outre, cette dernière 
démonstration est autonome et entraîne le théorème du n°22, qui 
se trouve ainsi établi par une autre méthode. 

Notons encore que, dans l'énoncé du critère qui vient d'être 
établi, on pourrait avec M. Lebesgue (G) remplacer l'hypothèse de 
l’existence d'une H(P) harmonique => 0 par celle d’une H(P) sur- 
harmonique >>0 tendant aussi vers zero en Qy. 

24. Comparaison des frontières: régularité ou irrégularité 
a fortiori. D’après ce que nous venons de voir, pour chercher 
si Q, est régulier, on considère la solution attachée aux valeurs 
O sur X, et 1 sur X, harmonique dans Q,, soit H(P)'), et on 
s'assure que HP) tend vers zero quand P tend d'une manière 
quelconque vers Q,: sinon, la plus grande limite de H(P) est un 
nombre positif et 4), est irrégulier. 

Les inégalités usuelles relatives aux fonctions harmoniques 
fournissent immédiatement la remarque suivante: 

Soient deux domaines Q et Q’ dont les frontières 
X et X” admettent un point commun (). Supposons 
qu'il existe une longueur 9 telle que pour @ < %, le 
domaine partiel Q, soit formé exclusivement avec 
des points du domaine partiel Q Alors, si Q, est 
régulier pour Y, il l'est aussi pour X; si Q, est irré- 
gulier pour X, il lest pour X 


1) Les valeurs auxquelles nous attuchons {7 (/') ne forment pus une nuite conti- 
nne sur @-}- Xp. Mais la fonction /f(/) est la forme supérieure des fonctions 
harmoniques uttachćes a lu valeur O sur 2 et |] sur o. Du théorème d'Har- 
nack, il résulte que cette borne ost hurmonique. 
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Ce fait, tres important, et d’ailleurs connu de M. H. Lebes- 
gue des le début de ses recherches, nous permettra de décider de 
la nature des divers points de la frontière, en procédant par com- 
paraison, de même qu'on décide de la convergence ou de la diver- 
gence d'une sommation (série ou intégrale) à éléments positifs, en 
la comparant à une sommation analogue, associée éléments par 
éléments à la premiere, lorsqu'il existe entre deux éléments corres- 
pondants une inégalité convenable, de sens constant. 

Mais il y a la plos qu’une analogie. M. Norbert Wiener 
a montré (C) que la régularité ou irrégularité sont solidaires de 
la divergence uu de la convergence d'une série dont nous indique- 
rons la loi de formation („° 44). Nous avons indiqué simultanément 
un procédé de discrimination d'une grande généralité, qui se ramène 
aussi à décider si une certaine sommation converge ou diverge. 
(1938 et suivants). 

Mais dans la grande majorité des cas, pour reconnaître la régu- 
larité il, suffit d'une propriété tres simple que nous allons maintenaut 
établir. 

29. Une propriété des points irréguliers. La propriété que 
nous allons faire connaître est une condition nécessaire, mais non 
suffisante pour l’irrégularité d'un point Q, de X. 

Pour quun point Qo de X soit irrégulier, il faut 
que lon ait 
(10) lim —— = | 

eo Io? 
c désignant laire du domaiue ouvert constitué, sur 
la surface de la sphère de centre Q, et de rayon g 
par les points appartenant à Q. 

En effet, supposons que la relation (10) wait pas lieu: il est 
alors possible de trouver une suite décroissante {0x}. de valeurs 
de ọ tendant vers zéro. pour laquelle on aurait constamment 


Gy 
Le 0 


6 désignant un nombre fixe moindre que l'unité. Considérons la 
fonction HP), attachée a la valeur 1 sur o, et à la valeur O sur £,.. 
Des inégalités classiques sur les fonctions harmoniques et de I'hy- 
pothćse (10), il résulte qne la plus grande limite au point 4, 
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de H(P) est < 6. Désignons-la par h, En remplaçant la premiere 
sphere par celle de rang K, et en prenant K suffisamment grand, 
on voit que cette plus grande limite est au plus celle d'une nou- 


velle fonction harmonique attachée aux valeurs O sur £,, et h+ € 


sur £,, la quantité e étant arbitrairement petite. Or, en vertu de 
la meme inégalité (11), cette plus grande limite est moindre 
que 6(h +-e). Or ceci est incompatible avec le fait que la plus 
grande limite est k, sauf si k == 0, hypothèse que nous avons rejetée. 
Donc la relation (10) est bien une condition nécessaire d'irré- 
gularite. 

26. Le théorème précédent appelle un corollaire: soit une 
fonction harmonique H(P) positive ou nulle dans Q, attachée a la 
pọ, et soit À sa limite supérieure en Qo Supposons 
soit une frontière réduite, c'est-à-dire sans ensembles 


valeur zéro sur X 
ici que 2, 
impropres. Alors. en chaque point de X,, la plus petite limite de 
H(P) est zéro. Considérons les surfaces 


TP „= a 


où @ est une constante positive moindre que h Alors l’une d'elles 
est la frontière du domaine ouvert défini par H(P) > a, et il est 
clair que cette frontière possède au point Q, un point irrégulier, 
témoigné par la fonction harmonique H(P) — a. Appelons 6° l'aire 
du domaine ouvert comprenant sur la sphere de rayon ọ les points 
où H(P) surpasse a. D'après le théorème précédent, le rapport 


ga 
419? 


tend vers 1, et cela quelle que soit la différence À — a. D'où le 
corollaire en question: 

En un point irrégulier Q où la plus grande 
limite dela fonction H(P) précédente est h, la moyenne 


1 
nET H M 
r f (M) da, 


des valeurs de HP), sur le domaine ouvert constitué 
par les points de Q situés sur une sphere de rayon ©, 
tend vers h quand ọ tend vers zéro. 
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A fortori ce théorème est-il vrai si la point irrégulier Q, 
est pris sur une partie de la frontière 2 qui soit un ensemble im- 
propre. Dans ce cas, la fonction H est harmonique au point Q,, 
et le théorème précédent se réduit au théorème de la moyenne de 
Gauss !) 

En résumé, on peut dire qu'en un point irrégulier Q, la 
valeur limite privilégiée d'une fonction H(P) > O et harmonique 
dans Q, attachée à la valeur zéro aux environs de Q, est juste- 
ment la limite supérieure de HiP) en Q, Pour qu'elle soit excelu- 
sive, il faut et il suffit, d’après le théorème du n°21, que le voisi- 
nage de Q, sur l'ensemble © soit impropre. 

27. Détermination univoque de / (P) par liaisons entre ses 
valeurs limites et les données sur &. Ce théorème est une pro- 
position de première espèce: pour qu'il soit vrai, il n’est pas néces- 
saire d’avoir préalablement débarrassé © des ensembles impropres 
qui pourraient en faire partie. Voici notre énoncé: 

Soit un domaine 9 de frontière X et soit donnée 
la fonction continue f(Q) sur X. Il existe une fonction 
et une seule F(P), harmonique et bornée dans Q, et 
telle que e positif étant arbitrairement donné, len- 
semble des points © de © où quelque valeur limite 
de F(P) est extérieure à l'intervalle [f(Q) — e, f(Q) + €l 
soit de capacité nulle: cette fonction F(P) est justement la 
solution du problème de Dirichlet généralisé. 

Il y a dans cet énoncé deux parties: 

1° Une affirmation d'existence; 

20 Une affirmation d' unicitć; 

Nous montrerons d'abord que la premiere est légitime, en 
faisant voir que la solution du problème de Dirichlet généralisé 
possède bien les propriétés requises. Puis, nous Justifierons la 
seconde. 

10 Affirmation d'existence. Considérons d’abord le cas où /(Q) 
est l'empreinte d'un polynôme #(P), sur X. La solution du pro- 
blème de Dirichlet généralisé est alors donnée par 


F(P) = 5(P) + i | 450 G(M, P) doy. 
Q 


‘) On vérifie par la que toute section d'un ensemble impropre par une 


sphere doit avoir une aire nulle. 
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Nous sommes ramenćs à établir que l'ensemble fermé BĘ des 
points pour lesquels on a 


lim G(M, P) dOu >n 


est de capacité nulle, quel que soit 7. 


Soit 4 une position particulière de M dans Q: sur E,, la 


H 
limite supérieure de (A.P) reste supérieure à un nombre Re 
tif 7, non nul. Sinon, il existerait une suite de points Q de E; 
pour lesquels cette limite supérieure tendrait vers zéro. Cette suite 
étant infinie admettrait au moins un point: limite qui appartien- 
drait à E, (celui-ci étant fermé); en ce point limite, G(4, P) aurait 
une valeur limite et une seule, zéro. Donc ce point serait régulier, 
et à ce titre, ne pourrait, contrairement à notre hypothèse, appar- 
teuir à E, 

Il est donc acquis que, sur Æ,, la plus grande limite de 
G(4,P) est partout au moins égale à 7, non nul. Posons le pro- 
blème de Dirichlet (extérieur)1) en prenant £, comme ensemble 
frontiere. En étudiant ce probleme, nous allons arriver à cette con- 
clusion que la capacité de K, est nulle. 

Soit G'(4, P) la fonction de Green du probleme de Dirichlet 
extérieur pour l’ensemble frontière £,. Le nouveau domaine con- 
tient à son intérieur tout point du domaine ©: il y a donc eu 
accroissement du domaine. Tous les points de E, sont done a for- 
tiori irréguliers (n? 24). En outre, dans Q, G'(4, P) est > G(4A.P). 
Done, en chaque point () de £,, on a aussi 

lim @' (4A, P)>n.. 


P— Q 
Considérons alors le domaine A, contenant tous les points P 
pour lesquels on a 


G'(A, P> m. 


La frontière de 4, comprend tous les points de E,- Dès lors, 
l'ensemble E, est nécessairement impropre: sinon, S supprimant 
sa partie impropre il resterait un ensemble K,, rot titre réduite 


1) Nous admettons ici qu'il est légitime de poser le problème de Dirichlet 
extérieur pour la totalité de l'ensemble Ey: Cela sera justifié ultérieurement. 
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d'un domaine À, admettant pour fonction de Green G'(4,P). Le 
domaine À, serait intérieur à 4, (mais non formé de la totalité 
de ses points) et cependant tout point de la frontière de A, appar- 
tiendrait à 4,. Cela est imposible, en vertu de la remarque II 
du n°8. 

Remarque. S'il n’était pas possible de poser le problème de 
Dirichlet extérieur pour E,, c'est que cet ensemble comprendrait 
au moins un continu externe (plus d'autres points enclos par ce 
dernier). En posant le problème de Dirichlet exterieur pour ce 
continu externe, on verrait, par le raisonnement précédent, que sa 
capacité doit être nulle, ce qui est impossible, puisqu'il y a au 
moins une sphère enclose. 

Soit maintenant /(Q) une fonction continue quelcon- 
que. Prenons une #(P) continue dans Q + 5, réduite à f(Q) 
sur Z. On peut alors trouver une suite de polynömes #,(P), ten- 
dant uniformément vers F(P) dans Q -+ 2. Nous aurons une suite 
correspondante de fonctions f(Q) sur Z et une suite de fonctions 
harmoniques F,(P) attachées aux /,(Q). Cela posé, donnons-nous 
un € positif. Nous avons 


FIP) — AO) S|F(P) — FP) + 

st +F,(F) — fr( Q)! + | fx(0Q) I), 
par suite, si nous prenons les {P,} tendant vers Q, nous aurons 
pour les valeurs limites éventuelles des divers termes une relation 
d'inegalitć analogue. Cela posé, commençons par choisir K de ma- 
nière à avoir N 

PP) — FP) < 5 
d’où 
6 E - WY 
fx(Q) — FO) < g % F,(P) — F(P)| < 3 * 


Pour que F(P)  /(Q)| admette quelque valeur limite surpassaut e. 
il faudra que |F,(P) — f,(Q) admette quelque valeur limite sur- 


€ - > : p 
passant —, ce qui ne peut avoir lieu, en vertu de la premiere 
5 


partie du raisonnement, que sur un ensemble de capacité nulle. 

Il est done complètement démontré que la solution du pro- 
blème de Dirichlet généralisé, telle que M. Norbert Wiener l'a 
définie, satisfait aux conditions de l'énoncé. 
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29. 20 Affirmation d’unicite. Admettons qu'il existe une se- 
conde solution F’(P). Soit ©’ l’ensemble des points de > pour 
lesquels |F"'(P) — F(P) admet quelqne valeur limite surpassant e. 
Nous pouvons enclore X” dans un domaine polycubique (obtenu 
à l’aide d'un réseau) dont la surface o ait une capacité infiniment 
petite. Soit X, la portion de X qui ne contient aucun point inte- 
rieur aux conducteurs délimités par c. Une fonction harmonique 
attachée a la valeur zéro sur X, et à la valeur 1 sur la partie 
de c intérieure à Q est au plus ègale à la solution du problème 
de Dirichlet extérieur donnant le potentiel unitaire d'équilibre 
électrique sur c. On peut toujours, en disposant du voisinage 
de X —X, et de c, s'arranger de manière à rendre une telle fonc- 


tion harmonique inférieure à la quantité 5 af" en appelant ok le 
Ch 


maximum de |/(Q) sur © Des lors en chaque point de X,, la 
limite supérieure de F’(P) - F(P) est au plus e. Done F’(P) — F(P) 
est la somme d'une fonction harmonique inférieure en valeur abso- 


lue a e et d'une seconde, inférieure en valeur absolue à 


€ 


Jan MAX F'(P) — F(P) se. 


On a done finalement 


F"(P) — F(P) < 2e 
e étant arbitrairement petit. D'où 
KIEFER) (C: Q FE. D. 


30. Toute frontière réduite est l’ensemble dérivé de celui 
de ses points réguliers. Considérons un ensemble impropre. 
Tous ses points sont irréguliers. Inversement, soit un ensemble 
fermé dont tout point est irrégulier. Posons le problème de Di 
richlet extérieur pour cet ensemble. Alors, la fonction de Green 
G(4, P) possède en chaque point une limite supérieure surpassant 
un nombre positif fixe m, En vertu d'un raisonnement du n° 27, 
on en déduit que l'ensemble en question est de capacité nulle. 

Soit alors © une fronticre réduite, c’est-à-dire débarrassée 
d’ensembles impropres. Soit Q, un point irrégulier de X. Appelons 
comme précédemment =, l’ensemble fermé constitué par les points 


de X dont la distance à Q, ne surpasse pas g. Si petit que soit @, 
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cet ensemble ne peut se composer exclusivement de points irré- 
guliers, sinon il serait impropre et la frontière © ne serait pas 
réduite. Done tout point irrêgulier est nécessairement 
limite de points réguliers. Il s'ensuit qu'une frontière réduite 
est toujours l'ensemble dérivé de ses points réguliers. 

Ainsi que nous l'avons fait remarquer en commençant, la fron- 
tiere d'un domaine tout entier à distauce finie comprend toujours 
un continu externe; la capacité de ce continu est uon nulle, puis- 
qu'il y a au moins une sphere enclose par lui. On peut ajouter 
que ce continu externe appartiendra tout entier à la frontiere 
réduite du domaine, c’est-à-dire débarrassée d'ensembles impropres, 
car d’après les raisonnements présentés au m” 14, un ensemble im- 
propre c est toujours limite d'une suite d'ensembles analogues 6, 
sans point commun avec le continu externe. 

31. Nouvelle forme de critère de régularité, déduite de 
la transformation de Lord Kelvin. Pour qu’un point Q de X 
soit irrégulier, il faut et il suffit que la fonction de Green G(4A,P) 
ne tende pas vers zéro lorsque P tend vers Q. Ainsi que nous 
l'avons vu, il s’agit là d'une propriété indépendante du choix de A 
dans (2. Soit (M) la plus grande limite de G(M,P) lorsque P 
tend vers Q. D'apres le n°26, si nous décrivons de Q comme 
centre une sphere de rayon p infiniment petit, et si nous appe- 
lons s l'ensemble des points de (2 situés sur cette sphère, l'intégrale 


1=] L GMP) do; 


9 


teud précisément vers (M) lorsque p tend vers zéro. Considérons 
une suite décroissante {px} de valeurs de p tendant vers zéro, les 
intégrales {/,) correspondantes sont des fonctions harmoniques 
de M, bornées dans toute région fermée de ( -- X ne contenant 
pas le point Q. Done ces fonctions sont également continues dans 
tout (2' intérieur a (2, et puisqu'elles admettent une fonction limite 
(M), cette fonction est nécessairement harmonique. En outre, en 
supposant que la frontière Ÿ soit réduite, la plus petite limite 
de @(M, F) lorsque M tend vers quelque point S est zéro pour 
chaque point P. Donc, en chaque point Q, la plus petite limite 
de (M) est aussi zéro. La fonction 9 étant >0 est par suite 
attachée à la valeur zéro sur X, et comme elle n’est pas identi- 
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quement nulle, il est impossible qu’elle reste bornée au voisinage 
de Q. D'ailleurs, on a nécessairement 


| l 
p(M) < MO: 


Ainsi, pour qu'un point Q soit irrégulier, il faut 
et il suffit quil existe une fonction harmonique w(M) 
non nulle dans Q, attachée a la valeur zéro sur YX’, et 
devenant infinie en Q, mais de manière à rester 


moindre que at + 
MQ 

Faisons maintenant une inversion, en prenant précisément 
pour pôle le point ©. Au domaine © correspond un nouveau do- 
maine ()’ dont la frontière X’ est l’ensemble inverse de ©: Q’ et X 
s'étendent à l'infini. De la fonction harmonique o(M) dans |), on 
déduit par la transformation de Lord Kelvin dans ©” une nou- 
velle fonction harmonique attachée à la valeur zéro 
sur ©?’ et restant bornée à l'intérieur de ©’. Si le point 
Q est irrégulier, il doit exister une telle fonction, non identique- 
ment nulle. Nous dirons que le domaine Q’ est un domaine excep- 
tionnel. Au contraire, si le point Q est régulier, toute 
fonction harmonique attachée à la valeur zéro sur X 
et bornée dans Q sera dece faitidentiquement nulle: 
nous dirons que Q’ est un domaine normal). | 

La propriété des point irréguliers établie au #° 25 nous donne 
immédiatement le théoreme suivant: 

Pour que le domaine (2 soit exceptionnel, ilfaut 
que lon ait 

1; PEN 
mo An 

s désignant l'aire formée par les points de Q’ situés 
sur une sphere de centre fixe arbitraire et de rayon 
R infiniment grand. 


1) Dans nos recherches, la distinction des domaines infinis en domaines 
normaux et domaines exceptionnels a précédé toute étude systématique des cas 
d’impossibilit6 du probleme de Dirichlet au sens classique. Voir C. R. Ac. 
Sc. Paris. t. 169 (1919) p. 763 et t. 178 (1924) p. 1054. 
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De la, on déduit qu'étant donné un domaine exceptionnel, il 
est impossible de le subdiviser en domaines partiels qui soient tous 
exceptionnels: si lon a en tout n domaines divisionnaires, n — 1 
au moins seront normaux. Par suite, dans un domaine exceptionnel, 
chaque fonction harmonique et bornée, s'annulant sur la frontière 
(ou mieux attachée à la valeur zéro sur la frontière) conserve dans 
tout ce domaine un signe constant (sinon, on pourrait opérer la 
subdivision de Q’ en domgaines qui seraient tous exceptionnels 
contrairement a la remarque qui precede). Désormais, nous consi- 
dererons donc une fonction harmonique et bornée, constamment 
positive !). Soit @7 sa borne supérieure. Nous allons prouver qu’en 
fixant X, on détermine entièrement cette fonction. 

Pour cela, désignons par V(P) une fonction remplissant, dans ()’, 
l'ensemble des conditions précédentes. Quel que soit le nombre 
positif e, le domaine infini formé par les points de ()’ où Ion a 


ON —  <V(P) 


est un domaine exceptionnel, comme en témoigne la fonction har- 
monique bornée 


V(P) — (ON — e) 


qui s’annule sur la frontière de ce domaine. Nous retrouvons ici 
l’amorce d'un raisomment analogue à celui du n° 26. Ce raisonne- 
ment nous amène à cette conclusion que le rapport 


= $ V(M) 48, 


(où l'intégrale est étendue à laire s de la sphere de centre fixe 
quelconque et de rayon À, précédemment envisagée) tend vers 07 
lorsque À croit indéfiniment. Ainsi, 9% est la valeur limite 
probable de ViP) lorsque P s'éloigne indéfiniment. Dès lors, 
sil existait une seconde fonction V,(P) remplissant les mêmes 
conditions que V(P), la fonction V,(P) — V(P) serait une fonction 
harmonique bornée dans Q’, attachée a la valeur zéro sur I, et 
dont la valeur limite probable (définie par la précédente opération 


1) Les résultats précédents nous permettaient d'admettre d'emblóe que ces 
conditions sont réalisées simultanément. Mais il est intéressant de faire observer 
qu'elles constituent un système surabondunt 
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de moyenne) serait nulle. Donc la borne supérieure de F,(P) —F(P) 
serait nulle, ce qui exige V,(P) =V(P). 

32 Interpretation physique des domaines exceptionnels. 
Emplissons l'ensemble complémentaire de Q’ de matière conductrice 
de l'électricité. Si Q’ est un domaine exceptionnel, il existe une 
fonction V(P) positive et harmonique dans ©’, admettant l'unité 
comme limite supérieure dans ce domaine, et attachée à la valeur 
zéro sur ©’. On en conclut que la fonction 1 — V jouit des pra- 
priétés suivantes: 

19 Elle est harmonique est positive dans Q’; 

20 Sa limite inférieure est zćro: cette limite est aussi celle 
vers laquelle tend la moyenne des valeurs prises sur une sphère 
de rayon infiniment grand par la fonction considérée; 

3° Elle est attachée à la valeur 1 sur X. 

La fonction 1 — V apparait done comme le potentiel d'une 
couche en équilibre sur l’ensemble X” qui délimite un systéme de 
conducteurs (ensemble complémentaire de Q') s'étendant à l'infini. 
Le potentiel est fini et c'est la une circonstance remarquable, car 
elle ne se produit pas foujours. Par exemple, considérons le pro- 
blème de l'équilibre électrique sur un cylindre de revolution de 
rayon a. Le potentiel est celui de masses uniformément réparties 
sur laxe du cylindre. Dans l’espace a trois dimensions, il est done 
infini. Designons par A un point quelconque situé sur la surface 
du cylindre, par P un point situé à l'extérieur du cylindre, par a 
et à les distances de ces points à l’axe du cylindre, et considérons 


wA ENE NOR ~a 
J| MA M 7) dów == 1085 


étendue à la surface du cylindre: c’est une fonction harmonique 
du point P, sannulant sur la surface du cylindre, et restant cons- 
tammeut positive dans la région extérieure au cylindre. Cette inté- 
grale exprime la différence de potentiel entre À et P: elle est 
finie, alors que le potentiel en chacun de ces points est infini. 
D'nne manière générale, considérous nn système de conduc- 
teurs s'étendant à linfini, soit X' la frontière de cet ensemble. 
Supposons que dans le domaine complémentaire Q’, on ait pu 
déterminer une fonction U(P), harmonique et positive, attachée 
à la valeur zéro sur X'. Nous pourrons considérer, par definition, 


l'intégrale 
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quelle correspond à un ctat dequilitre électrique sur nos conduc- 
teurs, état dans lequel la différence de potentiel qui existe entre 
un point P du domaine complémentaire Q’ et un point de Y’ est 
précisément égale a U(P). 

Pour qu’un tel état d'équilibre soit unique, il faut que la fonction 
U(P), harmonique et positive dans Q’, et attachée a la valeur zéro sur ©’ 
soit déterminée à un facteur constant pres. Il faut donc se placer 
duns les conditions où le principe des singularités positives de 
Picard est vrai. Ceci va nous amener à dire quelques mots de ce 
principe. Mais auparavant, résumons notre conclusion sous la forme 
suivante: 

Considérons l'ensemble des fonctions harmoni- 
ques et positives dans (I, qui sont attachées à la 
valeur zéro sur %. Pour que le domaine Q’ soit un 
domaine exceptionnel, il faut et il suffit que l'une de 
ces fonctions soit bornée (et alors, toute autre lui est pro- 
portionnelle). 

En langage physique, la recherche de l'équilibre électrique sur 
les conducteurs emplissant le complémentaire de ()’ coïncide avec 
celle des fonctions précédentes, qui définissent chacune un état 
d'équilibre particulier pour lequel elles expriment la différence du 
potentiel en Pet du potentiel sur X’. Pour que ()’ soit un domaine 
exceptionnel, il faut que ce potentiel soit borné. 

33. Indications sur le principe des singularités positives 
de Picard. Dans tous les raisonnements ultérieurs. nous suppo- 
serons pour simplifier qu'il n’est question que de frontières réduites. 

Reprenons un domaine Q tout entier à distance finie, de 
frontière X. Considérons un domaine w formé de points de Q, et 
dont la frontière ait en commun avec X un certain ensemble o. 
Nous dirons que c est dun seul tenant sur È si en appelant ws 
le domaine partiel de w constitué par les points de ce dernier dont 
la plus courte distance a X est < ò, le domaine w; est connexe 
quel que soit Z. 

Etant donné un sous-ensemble o d'un seul tenant de X, il 
existe une fonction barmonique et une seule dans (2, attachée à la 
valeur zero sur £—6 et à la valeur un sur c. C'est la limite 
supérieure des fonctions harmoniques attachées aux fonctions f! Q) e nti. 
nues, qui sont nulles sur X — co et qui sont SZ 1 sur o. Soit w,(9) 
cette fonction: M. Norbert Wiener la introduite le premier (B), sous 
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le nom de poids de l'ensemble o. C'est une fonction additive 
de s, et il est facile de montrer que grâce à cette fonction d'en- 
semble, on peut exprimer la solution du probleme de Dirichlet 
généralisé par Pintćgrale de Stieltjićs !): 


Ja Q)dwy;(G). 


Considérons maintenant une suite d'ensembles {ox}: telle que 
chaenn deux contienne les suivants et telle que les diamètres des 9, 
tendent vers zéro. Alors la suite des poids successifs tend vers zéro, 
Toutefois, les considérations les plus familières sur les infiniment 
petits posent ausitöt la question de savoir, si K étant infiniment 
grand, le poids infiniment petit w,(o,) peut équivaloir à une quantité 
de la forme e„ll„, en désignant par ex un infiniment petit indé- 
pendant du point P, et par Il, une fonction harmonique du point F, 
bien déterminée (fonction de Picard). 

Nous admettons ici que ce résultat est vrai dans des condi- 
tions tres larges ou encore que si une fonction harmonique II, dans © 
est attachée à la valeur zéro sur X, exception faite du point Q, 
(au voisinage duquel elle n’est pas bornée), enfin si elle est de 
signe constant, elle est déterminée à un facteur constant pres. Nous 
avons indiqué ailleurs (F') la signification de ce principe et les cas 
d'exception qu’il comporte; mais nous admettrons qu'il ne s’en 


présente pas ici. vu que le rapport envisagé au n°2) tend 


G 
Anp? ' 
vers l. 

Dans l'application du principe précédent, le cas où le point Q, 
appartiendrait simultanément à plusieurs ensembles d'un seul tenant 
de la frontióre, ayant des voisinages distincts dans ©, appelle la 
précaution suivante: on devra préciser pour lequel de ces voisi- 
nages la fonction Il, ne reste pas bornće. C'est seulement à cette 
condition que le prineipe de Picard est vrai: c'est pour le voisi- 
nage considéré, qu'on definira done a (sur la sphère de rayon p) 
et c'est le s ainsi obtenu qui sera supposé équivalent à 4r;#. 

Si maintenant nous faisons une inversion de centre (,. nous 
obtenons un domaine 42’ dont le point à l'infini est un point 


1) Cci sappliqnerait même si la frontière Z n'était pas réduite: le poide 
d'un ensemble de capacité nulle est évidemment nul. 
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frontiere: les branches infinies de notre domaine corespondent 
justement aux ensembles d'un seul tenant dont il vient d'être ques- 
tion ou mieux aux voisinages de ces ensembles. Une seule de ces 
branches nous intéresse pratiquement, c'est la brauche d'irrégularité 
éventuelle, c'est-à-dire celle qui, moyennant les notations du x, 31, 
nous donne une section sphérique (de rayon infiniment grand) 
d'aire s équivalente à 4rmk* En définitive, chercher si Q’ est 
exceptionnel revient finalement à chercher si la fonction de Pi- 
card, relative à la branche d'irrćgularitć éventuelle, est bornée 1). 

Nous allons maintenant faire cennaitre le principe d'une 
méthode permettant de distinguer, par comparaison avec des do- 
maines déjà déterminés, ceux qu'il s’agit d'étudier, pour décider 
s'ils sont normaux ou exceptionnels 

Auparavant, il sera utile de faire quelques remarques rela- 
tives aux ensembles de capacité nulle. 

34. Quelques propriétés des ensembles de capacité nulle. 
Pour qu'un ensemble soit de capacité nulle, il faut et 
il suffit qu’en répartissant sur cet ensemble des mas- 
ses positives, de manière que chaque sous-ensemble 
non vide du premier et non extérieur à une sphère 
quelconque contienne une masse totale non nulle, la 
limite supérieure du potentiel en chaque point de 
cet ensemble soit + oo. 

La condition est nécessaire. En effet, soit un ensemble de 
capacité nulle, pourvu d’une répartition de ınasses positives, con- 
formément à nos hypothèses. Un point de cet ensemble où la li- 
mite supérieure du potentiel est finie est nécessairement situé 
à l'intérieur d'une sphère telle que la même propriété ait lieu en 
chaque point de l'ensemble non extérieur à cette sphere. Isolons 
cette partie de Fensemble*): elle porte une masse non nulle. On 
peut d’ailleurs s'arranger de manière que la limite supérieure du 
potentiel sur ce sous-ensemble ne surpasse pas un nombre positif 
fixe h. Considérons le problème de Dirichlet extérieur, pour notre 
sous-ensemble, avec la valeur 4 en chaque point de celui-ci Sa 


1) Dans le problème initial, cela revient a chercher si cette fonction coin- 
cide bien avec lu limite supérieure Z/(M) de la fonction de Green G(M, Pi, lors- 


que P tend vers Q,- 
1) Nous faisons abstraction des autres masscs, ce qui ne peut que dimi- 


nuer le potentiel. 
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solution serait certainement non nulle et surpasserait le potentiel 
précédent. Mais alors, la capacité serait non nulle contrairement 
. à l'hypothèse. 

La condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, les 
surfaces équipotentielles V= À délimitent des domaines (définis 
par V = À) qui se contractent lorsque C croît de manière à tendre 
vers l’ensemble. Posons le problème de Dirichlet extérieur, pour le 
complémentaire du domaine V <A, avec la valeur 1 sur V = À. 


LA 


| 
Le potentiel d'équilibre est s 


est le quotient par A de la somme des masses réparties sur l’en- 


. Donc la capacité des conducteurs V => À 


Ar” I ; 
semble potentiant: elle est infiniment petite avec z Donc, la capacitć 


de l’ensemble potentiant est nulle. 

35. Indépendantement de notre objet actuel, ıl est intéressant 
de signaler chemin faisant la proposition suivante. 

Si une fonction est harmonique dans une cer- 
taine région ouverte À, sauf peut-être sur un certain 
ensemble fermé K de points intérieurs à cette région 
sicette fonction est bornée dans À et si E est de capa- 
cité nulle, la fonction en question est harmonique 
dans À. 

En effet, il suffit de démontrer ce résultat en supposant 
que À soit l’espace entier et que la fonction proposée s’evanouisse 
à l'infini. En appelant ©% la borne supérieure de la valeur absolue 
de la fonction sur £, il est clair que cette fonction ne dépasse 
pas en valeur absolue la solution du problème de Dirichlet exté- 
rieur avec la valeur 9% sur E. Or celle-ci est identiquement nulle 
puisque Æ est de capacité nulle. Done, dans ce cas, la fonction se 
réduit bien à zéro. Donc, dans tous les autres cas, elle se réduit 
à la somme d’un potentiel de simple couche et d'un potentiel de 
double couche étendus à une surface de la région À englobant 
l'ensemble £ (C. Q. F. D.). 

36. Une classe d’ensembles de capacité nulle. Un en- 
semble fermé E est toujours de capacité nulle, quand 
on peut y répartir des masses, de munière que chaque 
sphère de rayon p infiniment petit, ayant son centre 
en quelque point fixe de É, contienne à son intérieur 
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une masse totale dont le quotient par p"? (dans le cas 
où l’espace a n dimensions) ne tende pas vers zéro. 

En effet, soit Q un point de E. De Q comme centre, traçons 
une suite de sphères de rayons 

Po 1 >... > Pk>:-. 
qui tendent vers zéro. Soit pg la somme des masses fixées en des 
points dont la distance p au point Q satisfait aux conditions 
PR SP < pami: 


Le potentiel en Q surpassera la somme de la série de terme général 


Par hypothèse, on peut choisir la suite {x} de maniere que 
l'expression 
Bet Bri +. 


SK] 


reste supérieure à un nombre fixe a. Alors le reste de la série 
ci-dessus, A savoir 


CT BRC 
„w=2 | „Ami | 
PK] FK 


surpasse a fortiori a. La série est donc divergente (C. Q. F. D.). 

On déduit immédiatement de ce théorème la conséquence 
suivante: soit dans l’espace à n dimensions lieu du point (x, r9,..., £n) 
une variété p fois étendue, définie par n équations 


Ti == fi (Wy, Us... K,) (PZA ŻA 


où 7, sont des fonctions à nombres dérivés bornés. Si p< n — 2, 
la variété précédente est un ensemble de capacité nulle. 

En particulier, dans l’espace à trois dimensions, les lignes 
rectifiables sont de capacité nulle. Par contre, nous savons que 
cette propriété n’a pas lieu pour les surfaces. 

31. Il importe de remarquer que le théorème précédent peut 
être appliqué dans des conditions très variées. Pour le montrer, nous 
considererons une classe tres familiere d’ensembles parfaits discontinus. 

Soit d’abord un segment de droite, de longueur égale à l’unité. 
Enlevons de ce segment un autre de même milieu et de lon- 
gueur A(< 1). Il nous reste deux segments, sur chacun desquels 
nous répétons, à une similitude près, la même opération: nous 
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aurons alors quatre segments, nous recommençons sur Chacun d'eux, 
et ainsi de suite indéfiniment. Soit Æ, l’ensemble final, c'est-à-dire 
celui qui subsiste A la suite indéfinie des ablations précédentes. 
On peut définir, sur Æ}, une répartition uniforme de masses posi- 
tives, de somme égale à 1. A cet eflet, il sufłit, à chaque suhdi- 
vision d'un segment, d’affecter la moitié de la masse qu'il porte 
à chacun des deux segments partiels auxquels il donne naissance. 
Apres m opérations, nous aurons ainsi 2” segments, portant chacun 
1 — de 


l 
la masse „„. Chacun de ces segments a pour longueur = 
-_ 


Ainsi, en faisant tendre > vers zéro par valeurs de la forme 


l LiT tsh: 
-iR 


la masse intérieure A une sphere de rayon p, ayant son centre en 
quelque point de E}. sera un infiniment petit d'ordre infinitésimal 
L2 

«a 


LE — À 


Cet ordre constitue ce qu’on peut appeler le nombre 
dimensionnel de l’ensemble /, 1). Il est maintenant facile en 
partant d'un rectangle. d'un parallelipipede, ou d'une manière géné- 
rale, d'un domaine rectangulaire à p dimensions de définir des en- 
sembles ky, ip à, projetés sur chaque arête du domaine suivant 


des ensembles Bio Ex... Ei, semblables au précédent. Sur un 


tel ensemble, on peut aussi définir une répartition uniforme de 
masses, et on est conduit. pour le nombre dimensionnel, à une valeur 


qui est la somme des nombres dimensionnels dek/,, Er», Ez, soit 
la? L2 r L2 
NE PRE SP à A M 
L L —- 
Ja LEK AS EE 


1) Lu méme notion a été présentée sous une forino différente par F. Hans- 
dorf, Math Ann. 1918. Voir aussi notre article: dimension. étendue, den- 
site, C. R. Ac. Sc. Paris, t. 180, p. 240. L'application de notions de ce genre 
A l'étude dn probleme de Dirichlet nous a été suggereć par un remarquable 
exemple de M O. I). Kellogg: An example in potential theory (Proc. Amer. Ac. 
Sc. vol 58, juin 1923). l'auteur montre que le problème plan de Dirichlet est régu- 


7 1 
lierement rćsoluble le long d'une frontiere du type ci-dessus, pour lu valeur i=;. 
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En vertu du théorème précédent lorsque cette somme sera au 
plus égale A n — 2, nous obtiendrons un ensemble de capacité nulle. 

37. Obtention de points irréguliers. Considérons une repar- 
tition de masses positives sur un ensemble Æ de capacité nulle 
s'étendant à linfini. Nous dirons que cet ensemble remplit la con- 
dition C si la sommation qui permet d'évaluer la différence de 
potentiel entre deux pointsest absolument convergente. On peut 
alors définir les surfaces équipotentielles: chacune de ces surfaces 
constitue la frontière d'un domaine, et d'un seul, qui s'étend 
à l'infini et qui ne comprend aucun point de F. Soit Q, ce do- 
maine pour la surface V == V,. Nous avons V, — V: = — oo’ Soit P 
un point intérieur à (2,. La différence V, — V, est une fonction 
harmonique, positive dans Q, s’annulant sur la frontière de ce 
domuine. Cela posé, pour que 62, soit un domaine exceptionnel, il 
faut et il suffit que la différence V, — V, soit bornée dans le 
domaine {),, ou encore que la sommation donnant le poten- 
tiel total de la répartition précédente sur l'ensemble 
E soit convergente!). 

59. Cette remarque simple permet d'abord de donner des 
exemples variés de domaines dont la frontière admet un point 
donné pour point irrégulier. Dans l'espace à trois dimensions, on 
prendra une courbe ou un systeme de courbes portant une répar- 
tition de masses positives dont le potentiel soit convergent. Il suf 
fira de transformer une surface équipotentielle par inversion pour 
obtenir une frontière possedant un point irrégulier au pôle. 

Par exemple, on peut prendre sur un cône une courbe par- 
tant d'un point et s'éloignant indéfiniment du sommet, de manière 
à dessiner une spirale. En dotaut cetie courbe d'une répartition 
continue de masses positives dont le potentiel soit convergent, nous 
en déduirons par inversion une frontière présentant une variélé 
assez curieuse de point irrégulier. Voici un autre exemple: d'un 
point fixe O comme centre, décrivons une suite de sphères, avec 
les rayons respectifs 1,2,3. .., K,... Prenons sur chacune d’elles 
une circonference de grand cercle, les directions des plans de ees 
cercles étant ainsi déterminées: ces plans passent par une même 
droite, rencontrant la premiere sphere en deux points A et B 


‘) D’après le thóoremo d’Harnack, si cette propriété a lieu en un point. 


elle aura lien en tout autre point. 
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qui sont les extrémités de tous les cercles homothétiques des pré- 
cédents par rapport à O et situés sur cette sphere. Les deux pre- 
miers plans sont à angle droit. Les deux suivants sont leurs bissec- 
teurs. Les suivants sont les bissecteurs de tous les dièdres ainsi for- 
mes. et ainsi indéfiniment. Cela posé, sur la demi droite () 4 et sur 
ce système de cercles, répartissons des masses, dans les conditions 
suivantes: 

1° chacun des cercles portera une répartition uniforme, 


soit la densité qui correspond à la circonférence de rang K. 


| 
RK? 
Le potentiel en O qui correspond à ce cercle sera précisément 


1 "Kat ue 2 
K? K AŻ: 
0 


Done la somme des potentiels de ces cercles converge en Ó: 
elle converge donc en tout autre point. 


1 
0 = e s „ak 
20 La demi-droite OA portera une densité égale a Lo 


Dans ces conditions, nous aurons un potentiel total fini. Il est 
clair qu’une surface équipotentielle sera ici la frontière d’un do- 
maine exceptionnel, frontière présentant des points arbitrairement 
éloignés de O dans toutes les directions possibles issues de ce 
point. En transformant cette figure par inversion on obtient un 
exemple de point irrégulier, que fait bien comprendre la comple- 
xité qu'on peut atteindre en pareille matière, et qui justifie sura- 
bopdamment le soin que nous avons apporté à nos raisonnements. 

40. Notons encore qu'il est d'autant plus facile dobte- 
nir des points irréguliers que le nombre de dimen- 
sions de l'espace est plus grand. En eftet dans l’espace à n 
dimensions, la solution élémentaire est 
| 
r” a 
lorsque n eröit, la rapidité avec laquelle cette solution tend vers 
zéro devient de plus en plus marquée, et cette circonstance fuvo- 
rise naturellement la convergence des sommations dont nous avons 
parlé. Par exemple, dans l'espace à trois dimensions, la région 
extérieure à un cylindre de révolution est undomaine normal; à partir 
de quatre dimensions, elle devient un domaine exceptionnel. 
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Profitons de cette occasion pour rappeler. dans le cas de deux 
dimensions, une condition de régularité tres générale, donnée par 
M. Henri Lebesgue dans son mémoire des Rendic 1907: il suflit 
qu’un cercle suffisamment petit de centre Q rencontre la frontière. 
Il va sans dire qu’il faut modifier, dans ce cas, la définition des 
domaines exceptionnels: un domaine exceptionnel est alors un do- 
maine infini capable d'une fonction harmonique non nulle, s’annu- 
lant sur sa frontiere et dont la croissance soit astreinte à une 
inégalité de la forme 


| U, K log I 


O désignant quelque point fixe. 

41. Obtention de critéres de régularité. Pour déduire de 
la remarque du n°35 des critères de régularité. il est indispensable 
de faire quelque hypothèse sur la forme de la frontière au voisi- 
nage du point Q étudié. Les cireonstances les plus variées peuvent 
se produire. Citons notamment les suivantes; 

1° La portion du domaine avoisinant le point Q est exté- 
rieure à un ensemble infini de sphéroïdes (ou d'ensembles plus 
complexes d'un seul tenant) admettant le point Q pour point 
limite. On peut aussi considérer le cas où ces sphéroïdes (ou au 
moins certains d'entre eux) seraient aplatis et se réduiraient à des 
disques. 

2° La frontière du domaine (2, au voisinage du point Q est 
continue. Il peut alors arriver que le complémentaire de (2 admette 
des points formant une aire sur toute sphère de centre Q; il peut 
arriver aussi que ce complimentaire aux environs du point Q soit 
réduit à la frontière 2 elle-même. 

30 On peut avoir des circonstances plus complexes mettant 
simultanément en jeu toutes les particularités que nous venons 
de décrive. 

Les hypothèses les plus simples sont celles du 20. Si nous les 
transposons aux domaines infinis, nous serons conduits à chercher 
les domaines normaux dont le complémentaire posséde une branche 
infinie en tube ou une branche infinie en ruban. Dans 
les deux cas, ce complémentaire est continu au delà d'une certaine 
sphere. Le premier cas sera celui où l’ensemble des points de ce 
complémentaire situés sur cette sphere forme constamment une ` 
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aire, le second sera celui ou cet ensemble se rćduit a la trace sur 
Ja sphere de la frontiere du domaine étudié, 

42. Cas d'une branche infinie en tube. Un domaine in- 
fini est normal lorsque son complémentaire possède 
une branche infinie en tube telle qu'on puisse tracer, 
dans l'intérieur du tube, à partir d'un certain point À, 
une ligne L telle que l'on ait simultanément 


AM: |log R„| > K(AM)'t« 
[ d AM 
J MPlogr, 


L 


divergente 


en désignant par M un point courant de L, par 
ru sa distance minima à la paroi du tube, par KB, le 
rayon dune sphere de centre M dont l'enveloppe 
englobe la branche infinie dont il vient d'être 
question. 

Pour justifler ce critère, il suffit de montrer quon peut 
répartir sur L des masses positives de manière à satisfaire à la 
condition C, masses dont le potentiel total sera divergent, une sur- 
face équipotentielle étant intérieure à la branche infinie en tube, 
qui sera désignée par B. Prenons précisément la densité 


nd. 
‚log Fr | | 


Pu 


La difference de potentiel en F et P, est donnée par l'intégrale 


1 l l Kup 
fes (ip — nej) (AŻ) < 
pp; | A uses M) 
"EJ |log R,| MP.MP, 
L 


en vertu de la premiere condition de l'énoncé, cette intégrale est 
absolument convergente, et par suite, la condition C est remplie. 
Cela posé, considérons une surface équipotentielle très voisine de L. 
En appelant à la longueur de la normale abaissée d'un point de 
cette surface sur la ligne £, par M le pied de cette normale, 
nous aurons: 


Pu log F „= (1 + Ey) h 
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ou encore 
[og du! 
log rw | 


= (1 + x) h 


où e, désigne, d'aprés les propriétés asymptotiques connues d'un 
potentiel de ligne"), une quantité qui tend vers zéro lorsque h 
croît indéfiniment. Mais alors, il est établi qu'on peut enserrer 
la ligne L aussi étroitement qu'on le veut par une surface équi- 
potentielle, laissant à son extérieur un domaine normal contenant 
tous les points de celui dont il faut décider. Le résultat est donc 
établi. 
Inversement, on pourrait affirmer que le domaine extérieur 
à la branche B est exceptionnel, si avec les mêmes notations, 
l'intégrale 
f dAM 
MP log By 
était convergente 
Dans le cas où la branche B est de révolution et où sa 
méridienne se rapproche constamment de son asymptote, on peut 
prendre Fu = ru. Le domaine extérieur A B est alors exceptionnel 
ou normal suivant que l'intégrale 


F dz 
MP logry 


diverge ou converge, z désignant labscisse de M sur l'axe de 
révolution et r, le rayon du parallele de cote z. 

43. Cas d’une branche infinie en ruban. On peut justifier 
un critere analogue à celui du numéro précédent, la ligne L étant 
maintenant tracée sur le ruban et r désignant la distance minima 
d'un point M de cette ligne aux bords du ruban. 

La démonstration complète nous amènerait à développer des 
calculs un peu pénibles. Nous nous bornerons à remarquer que le 
cas précédent a pu être résolu par la connaissance approchée de 
la distribution d'équilibre électrique sur une sorte de surface canal 
branchée sur L, Cette surface est un assemblage de solides, qui 
pris à part, sont analogues à des cylindres droits très allongés et 


t) Bien entendu, l'étude de gy ne pout être négligée, nous ne la suppri- 
mons ici que pour éviter des longuours. Cette étude amène à supposer que la 
courbure de L reste finie. 
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soumis à une déformation, les influences mutuelles de ces cylin- 
dres étant peu appréciables. Le cas d’une branche en ruban se dé- 
duit du précédent en substituant aux cylindres déformés des 
règles plates déformées. Du problème, facile à traiter directement. 
de l'équilibre sur une regle plate indéfinie, on déduit alors une 
solution approchée du même probleme sur un ruban indéfini dont 
la largeur diminue indéfiniment. 

44. Condition nécessaire et suffisante de régularité de 
M. Norbert Wiener (C). M. Norbert Wiener a tiré des conclusions 
analogues d'une belle condition nécessaire et suffisante de régula- 
rité qu'il a obtenue grâce à la notion de capacité. Soit Q un point 
de la frontière © du domaine (2. Soit Yx la capacité de l’ensemble 
des points extérieurs à {2 et dont la distance a Q est comprise 
entre les limites A* et A”, en appelant A une quantité inférieure 
a 1. Alors, dans l’espace à x dimensions, le point Q est irrégulier 
ou régulier suivant que la série de terme général 


Yx 

A* 
converge ou diverge. Nous renverrons pour la démonstration au 
mémoire (C) de l'éminent géométre. 


Nota. 


L'exposć qui précede est une partie importante d'un cours 
professé à l’Université de Cracovie pendant le premier trimestre 
de l’année scolaire 1925—26. Nous ne voulons pas le terminer 
sans adresser nos plus affectueux remerciments à M. le Professeur 
Zaremba, aux Professeurs de l’Institut Mathématique de Cracovie, 
et à leurs élèves, pour l'accueil si empressé que nous avons trouvé 
pres d'eux. 


Cracovie, le 10 décembre 1925. 


G. Bouligand. 


Sur les series semi-convergentes. 
Par 
F. Leja. 


Soient 
(1) ŻA, Ż a,; 5, =4, Ff" ++. a,, =, +... a, 
deux séries semi-convergentes à termes réels. Je dirai que les séries 


(2) Zan Sani 0,=a,T-:-+0,, 0,=a,+-...+-a,, 


forment un couple dérivé du couple de séries (1) si la suite 
des indices »,, ®,,... ue diffère de la suite 1, 2,... que par l'ordre 
des termes. 

Les séries (1) seront dites indépendantes si, quels que soient 
les quatre nombres uSv et We», il existe un couple dérivé (2) 
tel que u et » soient les limites inférieure et supérieure de o, et 
u et v’ celles de o,. Dans le cas, où 0,—>s et o,—s', le couple 
des nombres (s, s”) sera dit somme du couple des séries (1). 

Le but de cette note est d'examiner les conditions 
d'indépendance de deux séries semi-convergentes et de montrer 
que, si ces séries ne sont pas indépendantes, 10 les deux 
séries d'un couple dérivé quelconque sont toujours 
en même temps convergentes ouen même temps diver- 
gentes et 2° toutes leurs sommes (s, 5’) remplissent une 
droite déterminée du plan !). 

Cette question est intimément liée avec celle de savoir si une 
série semi-convergente à termes imaginaires © (a, ia.) peut chan- 
ger sa somme lorsqu'on change l’ordre de ses termes. Ce problème 


1) Dans le cas de l'indépendance, les sommes (s, s’) remplissent évidemment 
le plan tout entier. 


Roeznik Polskiego Tow. matematycznego. 8 
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a été résolu par M.Steinitz !) et ensuite par M. Gross par des mé- 
thodes vectorielles; j'en donne une solution nouvelle par une mé- 
thode dont s'est servi Riemann dans la démonstration de son théo- 
reme sur les séries semi-convergentes. 

1. Une série finie a, a, +... a, =s sera dite monotone 
à e près, si toutes les sommes a, +a,+...—+a, i=1,2,..., M 
que j'appellerai segments de cette série, sont contenues dans l'in- 
tervalle 
(3) —E, S+-,>, où |E, SE, S£,-0. 


Remarquons que, si € = max |a|, les termes de s peuvent tou- 
jours être rangés dans un ordre a, --a,,-|-...|-a,, tel que cette 
nouvelle série soit monotone à e pres. Cela est évident si tous les 
a, sont de même signe; dans le cas contraire il suffit d'ajouter 
à un a,, quelconque un a,, de signe contraire, puis un a,, tel que 
(a + a,,) a, = 0 et ainsi de suite. 

Soient 


(4) ata +... +a =s a,+a--...-a, =s' 


deux séries à un même nombre de termes et e=max{ja,|, |a,/), 
ZK R. 

Lemme. On peut changer parallèlement l'ordre des termes des 
séries (4) de telle sorte que les series obtenues 


a, Han tH.. Ha =S, ras ah Sn 


soient toutes les deux monotones à 2e près. 

Démonstration: 1° Dans le cas, où tous les termes d'une 
des séries (4) sont d'un même signe, la démonstration est immé- 
diate d'apres la remarque précédente ?). 

20 Dans le cas contraire, l’ensemble des couples des termes 


(5) (a, a) k=1,2,...,m. 


en contient deux, soit (a,, a) et (a,, a,), tels que ara, £0 et a; a, £0. 


De tels couples seront dits opposés; en partant d'eux et en chan- 


1) E. Steinitz: Crelle J. t. 143 (1913) et t. 144 (1914). 
W. Gross: Monatsh. f. M. u. Ph. t. 28 (1917). 
V. aussi Threlfall: Math. Zeitschr. t. 24 (1925). 
3) On peut dans ce cas remplacer dans le lemme le nombre 2e par e. Il 
se peut que cela soit possible dans le cas général. 
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geant convenablement les indices des couples (5), ou peut former 
deux sćries 


(6) a=a,-+-a,-+-...++a,, a=a--a-+-...--a,, m>2 


telles que, quel que soit k < m, on ait (a, +... a) ap S0 et 
(a; +...—+a;)a,,, =0. On dira que ces séries sont fermées dans 
l'ensemble (5) et que (a, a’) est un couple secondaire de cet 
ensemble si, quel que soit k>n,, les couples (a, a’) et (a,, a.) ne 
sont pas opposés. 

Supposons que les séries (6) soient fermées. Si l’ensemble 


(a, a), nı <kÆn} contient encore des couples opposés, on en 
peut former un autre couple secondaire (Q,, a,), puis (a,,æ) et 
ainsi de suite. Posons 


(1) Qa, = dut] +... Fa: a, = 4,4) +F... an i = ls 24 P, 


et supposons que l’ensemble restant 4(u,, a), k > n,,,), sil n'est pas 
vide, ne contienne plus de couples opposés. On distinguera les 
deux cas: 

a) Si, quel que soit à, les couples (a, a') et (a,a,) ne sont 
pas opposés !), tous les termes d'une des séries 


a +a |---.+% F anpa A ES, 
++... +, + mt as‘ 


sont d'un même signe et ce cas ne présente pas d'autres difficultés, 
que le cas 1°, en tenant compte de ce que les sóries (6) et (7) sont 


monotones à € pres. 
8) Dans le cas contraire, soient (a, a’) et (a,a,) les couples 


opposés. Remplagons les séries (6) par les suivantes 
A +...--0, Has He. + an SE pre den a AE Pe FG 


fermons ces dernieres dans l'ensemble (5) et désignons par 8 et f' 
les sommes des séries ainsi obtenues: elles seront monotones a Że 
près, mais on aura |ß| Se et f ze. En partant du couple (8, 8') 
on formera des couples secondaires (8,, 8,) analogues aux couples 
(œ, &) et on distinguera de nouveau les cas (a) et (8); cela conduira 
enfin au cas (a), donc le lemme est démontré. 


1) Les couples (a, a,) (a, a,) ne le seront non plus. 
gr 
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2. Cela posé, considérons les series (1) et désignons par (Æ) 
l'ensemble de tous leurs couples dérivés. 

Théorème. Four que les séries (1) soient indépendantes, il suf- 
fit qu'une des trois conditions suivantes soit satisfaite: L'ensemble (E) 
contient 

A) Un couple de séries dont l'une converge et l’autre oscille. 

B) Deux couples (1) et (2) tels que les suites s, et 0, convergent 
vers une même limite finie et que lim s, $ lim o,. 

C) Deux couples (1) et (2) tels que les suites s, et a, convergent 
et que lim s4 + lim o,, une de ces deux limites au moins étant infinie. 

Demonstration: Cas (4). Supposons que les sćries (1) 
satisfassent à la condition (4) et que 


Ss, liminfsz=g, lim sups = G + 9. 


Soient sm, et s, deux suites partielles de s, telles qu’on ait 


Sm —>9, > G, M, L Ma < Maja; pour k=l1,2.... 


Posons 
u, = Anti + GENE ve A FE ds "a Any e Ant JE p | + Ongi 


et désignons par u, et v, des sommes analogues composées des ter- 
mes a, !); on aura 


Sn, = Sn; + m, Sms = In, + v, 


done u, —0, v0), uuG—g=©0, v,— —0, 0 étant fini ou 
infini, mais +0. Posons encore 


Ua = Usa F Usa + tur, Uo ZY +. + Porter 


et v,, ayant une signification analogue; on aura, q étant fixe 


(8) up >00, v,—0; w,—q0, 0,7740 pour p—>oo. 


Soient u Sv, u’ Sv quatre nombres quelconques ?); je vais 
former deux séries de la forme (2) telles que (u,v) soient les li- 
mites inf. et sup. de a, et (u, v’) celles de o,. 


1) Lorsque un symbole, p. e. As, représente un terme ou une somme de 
termes de la série S'a,, le symbole A’ désignera toujours le torme ou la somme 
des tormes an alogues — ayant les mêmes indices) de la sórie PC 

3) Je suppose qu'ils sont finis; le cas contraire ne présente pas de diffi- 
cultés nouvelles, 


117 


Premiere construction. Soit A la somme d'autant de pre- 
miers termes positifs de Z a, qu'on ait 


(9) 0<A—v<a, 


a, étant le dernier terme de A. Si la différence |4’—v’ est trop 
grande, on peut la diminuer en changeant A, comme il suit: Soit 
A'—v <0; d’après (8), il existe un indice q, tel qu’on ait A' + 
--u,, > v’ pour presque tous les p, et un indice p, tel que, si l'on 
designe par U, un segment!) quelconque de u,,,, on ait |u,, < 4 — ». 
Designons par o, le plus petit segment de 4'--u,, contenant 4’ 
et satisfaisant à l'inégalité o, > v’ et soit a;, le dernier terme de 
o, et nę le nombre de ses termes: si l’on désigne par o, le seg- 
ment de A +, correspondant à o,, on obtient 


(10) 0<o,—vE2lu, 0<o,—r=a,. 


Si la difference A'—v' est positive et trop grande, il suffit 
d'ajouter à A’ un certain segment de »,, pour obtenir les inéga- 
lites (10). 

Seconde construction. Ajoutons à 0, autant de premiers ter- 
mes négatifs de Za,, non contenus dans G., que, si l’on désigne 
par B la somme obtenue, on ait 


0>B=—n=$ 


#; étant le dernier terme de B. Soit B' — y’ > 0; choisissons, comme 
plus haut, deux indices p, et q, tels qu’on ait Av, , <u et 
naj < U—3B, M, désignant un segment quelconque de Ypa- Dé- 
pions par Om, le plus petit segment de B'+v,, contenant B' et 
tel qu'on ait k < u et soit ĝi le dernier terme wd 0,3 on obtient 


iv v 


(12) 0>,—-r >22, 0>6,—H 2fn. 


Si B'—pm' est négatif, on doit ajouter à B’ un certain seg- 
ment de u,, pour obtenir ces inégalités. 

En continuant cette construction, on ajoutera à o, un certain 
nombre de termes initials positifs de Ż'a,, non contenus dans Om, 


1) J'admets que les termes a, des sommes up, et v,, Sont rangés suivant 
leurs indices croissants. 


118 


et un certain segment de u,, ou de v, pour obtenir les inégalités 
0<o, — Y S? a, 0< 0, —V Say 
et ainsi de suite. 


On formera de telle sorte deux séries de la forme (2) dont 
les sommes partielles o, et a, satisferont aux formules 


Om, > H, On —> 7; On, >, 0, ŻY; k — oo, 


où m, <n, < M. Posons 0, = Om, +, Om, = On + 5 il suf- 
fit de changer l'ordre des termes des sommes (u,, u,) et des sommes 
(v,, v,) de la façon décrite dans le lemme pour obtenir les séries 
demandées. 

Cas (B): Il peut être réduit au cas (4). Supposons, en effet, 
que les séries (1) et (2) satisfassent à la condition (B) et que 


> , N) , , 4 
8, +» 8. 0, — 8; s, — 8, >03. 


Soient m, et n, deux suites d’indices croissants telles que o., 
contienne tous les termes de sm, et que s„,,, contienne tous les ter- 
mes o, Posons 


(12) On, = Sm, T Ur SASS On, + 0 


et supposons que u, et v, aient une signification analogue par rap- 
port à s, et o, et que les termes des sommes (u,, u,) et des som- 
mes (v,, v,) aient été ordonnós de la façon décrite dans le lemme. 
Formons les séries . 


Zam = sn, H i +0 ty Pa +. 
2 au, =S + u + 0 + my + ny --...; 
la premiere d'elles converge et la seconde oscille, on est done con- 
duit au cas (4). 
Cas (C): Considérons les séries (1) et (2) et posons 


SDS,  0,—0; >s, 0, > 0' +s, 
ọ =g — s étant supposé fini et !=0"— s’ infini. En conservant 
les notations (12), on obtient 


(12a) M — 0, v, > — 0; u,— 9’, D, —> — 0. 


Considérons quatre nombres quelconques w S r, uw =+w et 
soit A la somme d'autant de termes initials positifs de Sa, qu’on 
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ait l'inégalité (9). Si 4 —v' <0, supposons que 9’ = + co et soit 
q, un indice tel que 
(13) jutta <A— v et |aa <A—», pourk> 
et p, un indice > q, et tel qu'on ait 

A wu, >. 
Cela est évidemment possible d’après (12a) et en vertu de ce que 
a, — 0. 

Rangeons les termes de la somme u, + V, et, en même temps, 
ceux de la somme U, + va, dans un ordre tel que la premiere de 
ces sommes devienne monotone a (4 — v) près ce qui est possible 
d’après (13). Designons par o, le plus petit segment de 4'+ u, +0, 
contenant 4’ et satisfaisant a l’inegalite o, >% et soit a,, le der- 
nier terme de o,,; on obtient, comme dans le cas (A), les inéga- 
lités (10). 

La suite de cette construction est tout à fait analogue à celle 
du cas (4), donc le théorème est démontré. 

3. Supposons que les séries (1) ne soient pas indépendantes. 
Je dis que, si l’une des séries d'un couple dérivé quelcon- 
que est convergente l'autre converge aussi car, dans le 
cas contraire, les séries (1) seraient indépendantes, d’après le cas 
(A) ou (C) de notre théoreme. De plus, soient (s, s’) et (o, a’) les 
sommes des couples des séries (1) et (2), s étant + 0, et soit 


(14) 2a,., Zaw, 
un autre couple dérivé quelconque ayant la somme (x, y). Je dis que 
(15) (0—s)x + (s — 0o) y = so — s'o. 


En effet, la série 
204, oh b, =(o —s') a, + (s— o)a, 
est absolument convergente car, dans les cas contraire, étant 
Bt En ae ANA 
les séries Za, et Zb, seraient indépendantes, d'après le cas (B) de 
notre théorème et, par suite, il existerait un couple dérivé (Za,, 
2Żb,) dans lequel Za, converge et Zb, oscille; mais, dans ce cas 
la série 
2 [b + (s — o’) a] = £ (s— 0) dy, 
oscillerait aussi, ce qui est impossible, car les series Ja, et Za, 


sont en même temps convergentes ou en même temps divergentes. 
On a done Zb, = Zb, ce qui entraîne (15). 
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Il résulte immédiatement de ce qui précède que, étant donnée 
une série semi-convergente à termes complexes 


Z(a, + ta,). 


les sommes de ses séries dérivées remplissent le plan 
tout entier, si les séries Za, et Za, sont indépendantes, et que 
cessommesremplissentune droite déterminée du plan, 
dans le cas contraire. 


Sur une remarque de M. Hoborski. 


Par 
H. Auerbach. 


M. Hoborski !) a démontré pour n=3 le théorème suivant 
Lorsque les nombres a, (i, k = 1, 2,...n) sont réels. les équa- 


tions Sa, = 1 (i—1,2,...n) et |a„ 2? 1 entraînent les relations 
bu] 


Sasa =0 (Æj; ,j=1,2,...n). 
LE 2 


Ce théoreme est une conséquence immédiate du théorème bien 
connu de M. Hadamard d'apres lequel on a 


PAC <J] (Za). 


i=] k=1 


l'égalité n'ayant lieu que lorsque |a,| est orthogonal ?). 


1) A. Hoborski. Remarque relative aux transformations linéaires, orthogo- 
nales. Ann. de la Soc. Pol. de Math. I (1922), p. 70. 
3) V. p. e. E. Goursat. Cours d'analyse. 3-ieme éd. (1917), p. 126. 


Nouveaux fascicules du „Memorial 
des Sciences mathématiques“ |). 


Fascicule V. Analyse fonctionnelle, par M. Paul Lévy. Cet 
ouvrage constitue un aperçu tres condensé mais cependant très clair 
sur l’ensemble de l’Analyse fonctionnelle. Il rendra des services 
d'autant plus précieux aux mathématiciens que l'Analyse fonction- 
nelle, à cause de son origine tout à fait récente, est très loin d'être 
aussi généralement connue qu'elle devrait l'être étant donné le rôle 
important qu’elle joue des maintenant dans les Sciences mathématiques. 

Fascicule VI. Le Probleme de Bücklund, par E. Goursat. 
Le sujet de ce mémoire présente un intérêt considérable à cause 
des liens multiples qui l’unissent a la théorie de la transformation 
des surfaces d’une part et à la théorie des équations aux dérivées 
partielles d'autre part. M. Goursat, apres avoir formulé le Probleme 
de Backlund avec la généralité qui est en harmonie avec les con- 
ceptions scientifiques modernes dans cet ordre d'idées. étudie ce pro- 
bleme avec la maîtrise bien connue qui caractérise tous ses travaux. 

Fascicule VII. Séries analytiques. Sommabilite par M. A. Buhl. 
L'opération du prolongement analytique d’une fonction analytique 
donnée au moyen d'une série S qui ne converge que dans une 
partie du domaine d'existence de la fonction considérée, rentre dans 
la théorie générale de la sommation des séries divergentes, puis- 
qu’elle fait correspondre à la série S des nombres déterminés, même 
en certains points où la série considérée est divergente, et c'est 
précisément à ce point de vue que se place M. Buhl. La méthode 
employée par M. Buhl est extrêmement remarquable en ce qu'elle 


1) Voir l'article „Notice sur le Mémorial des Sciences mathématiques<, p. 142 
du t. III de ces Annales, 
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lui permet de faire dériver tous les résultats qu'il expose d'une 
formule unique qui est l’une des généralisations de l'intégrale clas- 
sique de Cauchy. 

Fascicule VIII. Introduction à la Grafique einsteinienne par 
M. Th. De Donder. D’auteur traite son sujet en partisan déclaré 
de la conception relativiste de l’espace-temps imaginée par M. Einstein, 
sans discuter les difficultés mises en évidence par différents auteurs. 

Fascicule IX. La Geometrie des espaces de Riemann, par 
E. Cartan. Ce fascicule se distingue par les qualités de clarté de 
simplicité et de parfaite ordonnance des matières que le nom de 
son éminent auteur permettait de prévoir. M. Cartan s’est surtout at- 
taché à dégager, d'une part, les propriétés de l’espace euclidien qui 
subsistent dans les espaces de Riemann les plus généraux; d'autre 
part, les propriétés essentielles par lesquelles les espaces de Rie- 
mann se différencient de l’espace euclidien. En s'inspirant d'une 
idée de Lamé, M. Cartan a pris pour point de départ le problème 
qui consiste à reconstituer, lorsque cela est possible, l’espace eucli- 
dien qui admet un élément linéaire arbitrairement donné à l'avance 
et cela lui a permis d'amener le lecteur par une voie très naturelle 
à envisager la théorie des espaces de Riemann dans toute sa géné- 
ralité. En définitive, le remarquable mémoire de M. Cartan facilitera 
merveilleusement au lecteur l’acces à la Géométrie générale moderne. 

Fascicule X. „Fonctions de Lame et Fonctions de Mathieu, par 
M. P. Humbert. On trouvera dans ce fascicule une exposition véri- 
tablement lumineuse des propriétés fondamentales des fonctions de 
Lamé et de Mathieu ainsi que des indications très completes en ce 
qui concerne les diverses applications de ces fonctions. La biblio- 
graphie tres complete qui termine l'ouvrage permettra au lecteur 
d'approfondir à son gre tel point des théories étudiées dans cet ou- 
vrage qui l'intéresserait particulièrement. 

Fascicule XI. Fonctions harmoniques. Principe de Picard et 
de Dirichlet, par M. Georges Bouligand. Ce très remarquable mé. 
moire est consacré à l’étude du probleme de Dirichet pour les do- 
maines les plus généraux. 

Le point de départ des recherches exposées dans ce travail est 
le fait suivant établi dans des travaux autérieurs: le probleme de 
Dirichlet classique n'est possible sans restriction quant à la nature 
des valeurs périphériques de la fonction demandée, qu'au cas où la 
frontière du domaine que l’on considère satisfait à certaines conditions 
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de régularité, mais il est possible de substituer au probleme de Di- 
richlet un problème (P) possible sans restrictions pour tout domaine 
borné (D), problème n’admettant, dans tous les cas, qu'une solution 
unique u, laquelle coïncide avec celle du problème de Dirichlet lors- 
que celui ci est possible. 

Cela posé, M. Bouligaud étudie les relations qui subsistent en- 
tre la solution u du probleme (P) et la fonction demandée dans 
le probleme de Dirichlet. Par la nature des choses, l'étude précé- 
dente a amené M. Bouligand à celle de la fonction de Green ce 
qui, conjointement avec l’examen du cas où l'on envisage un domaine 
non borné. l’a conduit à étudier certaines singularités des fonctions 
harmoniques et à étendre, sous le nom de Principe de Picard, un 
théorème remarquable dü a M. Picard. M. Bouligand fait voir en 
outre comment, dans les questions qu’il étudie, on peut faire inter- 
venir une certaine équation integrodifferentielle laquelle, a son tour, 
conduit à envisager certains systèmes différentiels linéaires. Ajoutons 
que, par l'interprétation physique des théories étudiées au moyen 
de la théorie mathématique de la conductibilité calorifique, M. Bou- 
ligand réussit à faire prévoir par l'intuition certains des résultats 
qu'il obtient. En definitive, le mémoire de M. Bouligand, muni d’une 
bibliographie tres complète, sera lu avec autant de profit que d'in- 
térêt par tous ceux qui vondront approfondir la théorie si impor- 
tante des fonctions harmoniques. s 

Fascicule XII La méthode de Darboux et les équations 
s = f (x, y,2,p.q), par M. R. Gosse. Le sujet traité dans ce mémoire 
rentre dans la théorie génėrale du problème de Cauchy pour les 
équations aux dérivées partielles du second ordre, considérées ex- 
clusivement au point de vue de la théorie des fonctions analytiques. 

L'auteur, après avoir rappelé les principes généraux sur les- 
quels il aura à s'appuyer dans lą suite, s'attache plus particulière- 
ment à exposer la théorie des équations de la férme 


02 2 


0x dy 


dz 02 
{sus a ay) 
theorie a laquelle il a apporté lui-même d'importantes contributions. 
La façon claire et precise avec laquelle M. Gosse a réussi à traiter 
son sujet lui assurera certainement la reconnaissance de tous ceux 
qui voudront étudier les théories qu'il expose. 
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Fascicule XIII. Figures d'équilibre et Cosmogonie, par M. Alex. 
Véronnet. Le titre de ce mémoire en indique suffisamment le sujet 
lequel intéressera tout mathématicien quelle que soit la nature de 
ses recherches de prédilection. 

M. Veronnet, a qui l’on doit une série d’importantes contri- 
butions aux théories étudiées dans son mémoire, donne un aperçu 
tres lucide sur l’ensemble des travaux ayant pour but de nous éclai- 
rer sur l'équilibre physique, sur la constitution ainsi que sur l’évo- 
lution et la formation des astres de l'Univers et, pas la Bibliographie 
détaillée, placée à la fin du fascicule, il facilite grandement au lec- 
teur l’étude approfondie des questions se rapportant au sujet du mé. 
moire et qui l’interesseraient particulièrement. 

Fascicule XIV, Théorie des Champs gravifiques, par M. Th. De 
Donder. Le fascicule actuel du „Memorial“, consacré à la théorie 
de la relativité, fait suite au fascicule VIII dü au même auteur. 
Les opinions sur la théorie de la relativité et sur la façon ration- 
nelle de l'exposer sont encore trop divergentes pour que nous puis- 
sions nous résoudre à formuler une appréciation de l'ouvrage de 
M. De Donder et nous ne pouvons que renvoyer le lecteur à cet 


ouvrage lui-même. 
S. Zaremba. 
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